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Vohh uiul midoren zur Aufgaba g«ma 
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verweim* ich auf die Arbeiteit dcr Mit 
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Btmimdoro iteritaksblitigung muBte 
tier Wtrkutigspritizipo zur Hnxthtmrb, 
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mathematischer Variationen 21 
rung ImUpfte, wie derselbe bos 
Betrachtung der mechanischei 
satzes derselben in Vorwendu 
ihm aucli die Thcorie kloint 
Methode der Variation der 
Aus dem Hamiltonscl 
Wirkung leite ich die Lagra 
lisierte Koordinaten ab, wek 
meinen Tbeorie der Bewegu 
Einfllhrung elliptiacher Koor< 
Tbeorie der Relatifbewegang 
Wichtige Anregung vorda 
diesen Gegenstand in der En. 
Wissenschaften und den Vor 
Naturforeokerveraauimiung in 
welehe sich daran in Kaswel 
Die Qbliche Formel fd 
konischen JKreispendela gilt, * 
selbe sein Gesicht inutter naeli 
kehrt Wenn os datmelbu itit 
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I. Die LagrangeHehen Himel 


§ I. Integration der Relation, welohe 
virtuellen Verachiebnngea fiir einea Zeitn 
naoh der Zeit. 

Dor Ausgjuigxjiunkt tlor mm folgeadon 
ciax im § H5 dim I. Telle* durc.lt die 
gedrlickte, mit dent d’Alembertxchert 
der virtuellen Veraehiebungen. 

Kx Hoi gun/, wit* in $} :$•$ dt** I. Tei 
System matericller I’ltukte mit bclichi) 
ftu&urcn KriU'teu gcgchcu, welche* ti«c! 
tlinguugtm uuterw nrfen neitt ktitm. 
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I § l. Integral 


gegebenen Bedingungen wirk 
licbe Bewegung. Irgend eino 
hervor und nennen sie die 

Dann sei also x k der 
Koordinate zu irgend eino 
x k und x k sei dio betreffon 
sclileunigungskomponente, m 
des Men materiellen Punktt 
nach den Koordinatenriclitn 
der auf diesen Punkt wirke 

Wenn wir ira ganzen 
sind dem h alle mfiglichen g 
zu erteilen. 

Wir bezeichnen ferner 
als holonom, wenn sich si 
auf ebenso viele Gleicbunge 
1) . d<p{as li x i 

reduzieren lassen. 1st diet 
System ein nicht holonom* 
durch Multiplikation mit ei 




<*I. 4.J 


I. § L Integration der Variatio 


in welcher die TntegrationskonHtante < 
speziollen Wert hat, da durch die Diffei 
die Koordinatenwerto fiir einen turndgen 
momenten unbestimmt bleihen und bioB dm 
fdr alle ttbrigen Zeitmomente bentimmi % 
Unter Anwondung der Bot*ben aunnizu 
zeichnungaweise Hchreibt «idb dan mit dtmi < 
vereinigte Priimp der virtuellen Vemehitdi 
chungon 93) und 184) dm 1. Totlttit) in dt 



Wir hemdiriinken una im folgandan mm 

Flille* wo in den Bedingungaglekdmngnn t 
dieaer Eolation nirgtindi ain llnglekliliiiil 

lediglieh Am Giaichheitraaitihan gilt, unci 
Grand hiorvon im An fang© dm niidHtmi 
zurilckkozmmm. 

Kin vorgnsntsstOH d hnmdmot liierln 
nation, welehe din betridlende Groin m 
/lorn Xvatomf* yitr f Aint i «dfu* tuditdittff* vit 


4 I. § 1. Integr 

zeichen dann eine absolut 
Zeit ist 

Unter alien mbglichei 
Variationen der Koordinat 
wenige, aber doch noch i 
denen sich die d®* zwar 
aber in kontinuierlicher V 
kbnnen z. B. 

5) da 

setzen *), wobei « eine mm, 
und zu alien Zeiten konsfci 
kontinnierliche Funktion d 
Dieselbe kann ftir je 
Koordinate ganz willkUrlic 
alle diese Funktionen f k (<) 
sie dargestellten Versohiebi 
mit den Bedingongen ven 
gerade znr betreffenden Zt 
die Gleicbung, •vrelche die 
so mtlsaen die Sx k der Gb 



Gl. 7-9.] 


I. $ 1. Integration der Variatio 


Kunktionen der Zeit, also (lurch AutalrUeke 
darstollbar sind, haben Integrate wi<« 

8 ) j<)jr k dt s j'f k {t)dt 

emeu ganz bestimtuten Sinn. Wir kilnntm 
Zeitmomente gilltigo Gloiolnmg 4i mi! dt n 
liber eino beliebige Zcit H. von i 0 bis t, 
durch wir orhalten: 

i « 

Hierbei kanu t 0 die Anl'angr/eit, I, das Kn 
sein; es karin aber auch / u ein beliobiger, 
apftteror Zeitmoment im Verlaufo der Bew 
den in der Natur wirklich vorkommomlen 1 
der der Gestirno, kann ja von tuner Anfut 
der Bewegtmg ilberhaupt nicht die Bede 
nur der Anfang, t t das Kudo dim gerude i 
Stiloktis dt'f Bewegung. 

Bio Variationon Aar* der {inordinate 
zuuitehst folgenden Panitrranheii nun zttdo 
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I. § 2. Ausschlii 


§ 2. AusaohlieBung der tJ 
vorigen Paragrap 

Wir haben uns hierl 
in Relation 4) das Gleieh 
auch. das Ungleichhoitszei 
weit weniger wichtig. S 
dingungsgleichungen eber 
Dann geschieht aber die 
tungen, welche die betrei 
Wirksamkeit bleiben, nicl 
gun gen das Gleichheitszeit 
ment an aber, wo dio 
gekommen sind, wo jeno 
gescbiebt die Bewegung h 
diese Yorrichtungen bewirl 
wfirden. Bs wird daher 
sein. Inderselben sind jed< 
Yorrichtungen wirksam sii 
treffenden Bedingungen ei 




GL 9.] 


L § 2. Umkehrung dm vorigon I 


halh dieser Gronzen liberal! ho, als oh 
chung 4 ) ala auch in den BedingungBgh 
nur Gleichheitszoichon vorhandeu wilren; i 
Teilintograle mehr, fiir undent weniger Bt 
Betraoht zu ziehen mud, Fur die Greuze 
dagegen miLsxen noeh basondere Grenzbedin 
werden, auf welehe wir uber in diemt V 
weniger eingehen warden, hIh sin inetiteB ’ 
mals untemicht wordon Kind. 

Die Bedingung, dab dm Integral 11) 
(lurch die Gleirhung 5) mntgedrUckten 
schwinden tnuB, ini zwur nieltt mehr ho 
Form, in dor wir dan Prituip dor virtutdlc 
im 1. Teile aundrUektan, da jetzt ciiti Kc*or< 
kontinuiorlieha Funktiontn der Zuit min i 
wie im L Teile fllr jedctn Zaitmomant vol!k< 
and von den ftlr idle ilbrigen Zeitmomen 
vollkommen tumbhiingig Hind, Eh folgrii iib 
Bedingung, wenn wir den Full niinMchliH 
wegungsgleiehungeu Mich lilugH enter end 
von Moment zu Moment ili^lctm!iuiiif^rlit 
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I. § 2. Umkehru 


unbeschadet der Bedingunj 
Funktion der Zeit sein soll 3 
fiir welche der Koeffizient 
negativen Werte oder umg 
Zeiten und t x den Wert N 
fur welche dieser Koeffiziem 
liven, fiir alle Zeiten, wo 
Wert erteilen. 

Wiirde man dasselbe 
Variationen festsetzen, der 
Zeiten gleich Null sind, so i 
positiven Gliedern bestehen 
Null sein. Sein Verschwind 
Verrttckungen, die von der g 
Endlage tibergehend sonst 
tionen der Zeit sind, hat ; 
mmation der durch die Bed 
Variationen die Koeffizient* 
Variationen zu alien Zeitsx 
schon im I Teile die R 
warden. 


019 .] 


I. & 3. Prinzip der station&rcm \\ 


§ 8. Prinzip der station&ren ^ 

Wir haben diejenige Bewegung, wt 
ordinate zurZoitl den Wort hat und we I 
gegebenen AnfangBbedingungen den Bew 
gem&B vor such geld (eine natUrlieho 1 
unvariierto genannt. Dinner nnvariierten 
wir die variierte gogenUher, boi weleher 
Koordinate den Wert jc k -f- hx k hat* wttbt 
cluing 5) gogeben 1st Da anrh diene < 
nuierliohe Kunktiou der Zeit i#t* hu much’ 
Bewegung jeder materially Pnnkt isheitfall 
liche Bewegung. 

Da ferner Hr die Zeiten l <t und l t Dir* 
Holier Koordinaten TOrsohwincUm, so wird 
Bewegtmg jeder Ptinkt zur Zeit t 0 vmt de; 
ausgehen win bin tier unmriierteti Btm 
winder zur Zeit f t dienelbe Luge erreiehin 
variiertcm Bewegung. Ks kann Hein* ditU 
weguug blob dadureh mm tier uuvariiurt 
dali die der Aitfnitgnzeti etitsfiiwJtiiitdrn 
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I. #8. i’riwtti 


diese ZusatzkriifU*, «»ml 
wegung violmohr IdotS nit 
variierte, also di* 

Wir vergleielum gn 
za einor Itelicbigt'ii Ziit 
variierteu Bewegaitg suit * 
Bewegimg, w«*Ic*lit*r l>«i 
und mwiUMi die Zustjunl 
apondierowlo. Wir wt/t 
Zeicheu S, am dan 'Am 
(M&e orfilhrt, wetm m.'i 
der unvariiortpn B» wegt 
atande der variierHit <>! 
gegenwilrtigeii Betnu’lit ur 
isl Das Zoieljt'ii 4 d-i 
welcher hot dor uitvoriior 
dt w&clmt, wolwi wiwter 
nicht die Rede i»t. 

Dio Krnftkom|K*iM*«i 
fanktion T /subaid *inr 
Bedingutigsgloiehimgeit ! 

UfAlllin fill* tlii* 



01,12-14.| L § 8, Prtimp dor ut&tum&roti 


bostand der fUr die unvariitTte Bcnveg 
gesetze bei derjenigen Kordiguration dt 
wirksam wiiren, die dienen bei der 
zukommt, wilhrend die K ruffe, welehe 
genannt habon, eine neu hitizukomm* 
keine Kraftfimktion hnben. 

Da fUr die variierte Bewegiing m j 
der crate materidle Pmikt die AImzinn- 

* r t + ^ t f (\ 

hat, so int bei der variierten Bewegtmg 
keit8komj>om‘nte in der AbRSHHaeuriehUi 

i2) /, (», +,»,) - + ■ 

Unuerer Obereinkunflt gemilB bezel 
gemein don Zuwachs, den aimt beiiebij 
gang von oimnn Zustando der ttuvai 
Hpotuliorcndeu ZuHtnnde iler vnriiertei 
durch ein vorgemdzteH t). l>a wir dii 
(ieaehwindigkeit <Ioh eraton materiidlen 
variierte Bowegung mit .r,' bezeirlmet in 
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I. $ .1. Priniip <li 


Wir kOnnon uun in dor 
Summe einzoln nacli t inti 
sckreiben: 

16 ) 2 / 

Jedes einzelne Gliod dar an 


/* # 
J 4 


Integrieren wir partial! nnt* 


m * dt 


Das erste Glied dawn Am 
yorausgesetzt haben, dnB »i 
i ■» tj s&mtlicha tijr k ver«'hw: 
ziert sich bei KinfUlirttnit di* 



GL 18-21.] I. § 8. Prhmp der statiouEren 


s« 

Der Ausdmck X k $ -r* tier Fo 

T 

Arbeit dar, welche gegen dm expliziten 
sobald das System aus der wirkliehei 
Zeit t hat, in die komwpomliomidi 1 , 
entsprecbende variierte Luge gehraeht 
§§ 16 und 26 ). Wenn eine Kraftfunktio 
tlbrigena auch noeh die Zeit explicit m 
dF/dr^ daher nach (tleiebtmg 

IB) 'SlX k ('i.r k r* - ,) V, 

'T' 

wobei — ti V die gesamte Verilnderung <1 
Ubergang von dor wirkliehen zur variiei 
Konstanthaltung der Zeit t i«t Kxwtiort 
oder sind die KrUfte ilhorhaupt nicht 1 
der Zeit und der Koordinaten gngnhon, 
inuner symholisch 

r* 

NI ,\; h x k - -v r 

mm*** 


I») 


I §4. VersJIgwi 
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als Funktionen dor Koordiim 
so ist ein Strich zu setzen. 

§ 4. Begriff der verali 
Die im vorigen Pnragr 
Form dee Prinzipes dor stu 
als besonders nlltzlieh hoi 
Wir haben bisber die Posi 
Systems durch dosson mdd* 
Sehr oft empfiohlt os * 
einzuftthren, weleho ebenfail* 
jedes Punktos dos Systoiu# zt 
kann z, B. die Position j**«l 
Semipolar- odor olliptisoln* 
bestimmen. Wtinn zwisidtcn 
denen materiellen Punkt** do* 
so genttgen oft wonigo Variii 
sftmtlicher inatemlior Pnnkt 
wir im I. Tciie emdton, dii* I 
starren Kttrpors im Kimhih 1 i 
werden. 55or Bostimmung > 





01 . 22 .] 


I. § 4 . Verallgemoinorto Koorc 


h&ufig folgendermaBen bewerkstelligt 1 
rechtwinkligon Koordinattm (lurch An i 
und w&hlt lotatoro ho, daB amigo darn 
Bedingungagleichungen fur alto Zoiton 
daher nicht don Vharaktor von Kotmlii 
remen Konnianton dor Aufgabo hahcn, 
asideron als voriindarliaha Koordinutau 111 
as. B. ein materialler Puukt gay.wuugen 
Kugolllaoho zu bowogou, ho druckt man 
winkligou Koordinutau durcli gowohnlicli 
ann, doron Ursprimg dor Mittolpunkt jei 
Kino dor Polarkncmliimten, mimlich di 
Kugcdzontrum, iat diuni konatuut mill 
hidden PolanvInkt.il tila voriimlarliaha Kci 
Eh mciI mm ein lialiabigas Hjitaiit 
Punkton gogeberi; dia rechtwinkligon Kw 
ftollen wiador mit ;r a , . , j\ lB hozoiohnot 
alia ilbngon bisherigeu Be/eiohuungen 
warden. Earner seien p x p % . . . irge 
Variable, (lurch doron Werto oliiuitiilla 
liehor materialler Punktn dan Syntonis 1 

I I £l«i Jlt>i Vi dkfk «» ******* 1 I MiLfekk .i* M4, fk . « * t.**. i 
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I. § 4. Veralli 


Der eini'acliste und i 
wird der sein, daB die 
winkligen Koordinaten dun 
die Zeit nicht explicit e 
Zeiten dieselbe Form hal) 
rechtwinklige Koordinaten 
driickt Wir bezeichnen d 
als skleronome. 

Die Funktionen F kfii 
inderliche Parameter entl 
Zeit kontinuierlich verilnt 
enthalten die Zeit explizit 
man unter dem Funktions; 
Variable t explizit beifUgt 
naten). Letzterer Umstand 
EinfObrung der betreffei 
Bedingungsgleichungen eli 
explizit enthielten. 

Am einfachsten und 

zeichnen wir die letztertm alt 

nahme von §§ 27 und 2H it 



Grl. 25.] 


I. Jj 4. Vermllgemuiuertw Koordi 


wenn die Funktionen F der Gleichungeu 
kontinuierlich Bind, da daxm die Position 
die generalisierfcen Koordinaten eindeutig 
liiBt sich manchmal die Kiuftthrung melon 
nicht vermeiden. Man kommt dann llbei 
der generalisierten Koordinaten mifc hm 
gewiihlten beginnen und sieh damn stein 
der Zeit iindarn sollen. Da aueh die 
winkligen Koordinaten aich state kontinu 
andem, so ist daduroh jade Mehrdeutigl 
Bolange mw nicht an mm Stella kommi 
Konktionswerte ver/.waigen. An nolchen 
oder anderen siiigttMren Stellan, wo d 
ko&tinuierlieh, u&bagtimmt oder niitiit 
imiaer besondare Betraehtungen resji, 
seteungen notwendig, withrend an alien 
zu entwiokalnden Mieichungau riehtig bl 
Wenn zwisehon den general wierteu 
elumgen bentehen, ho kfmnen mitiirlieb 
mitteln derselbeit in versehiodeue Forme 
indam man die aiito oder attdere genera 
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I. § 5. Veral 


wobei natiirlicli die Funktio 
Formen gebracht warden ki 
den rechtwinkligen Koordin 
tionen <J> konnen mehrdou 
Stellen kaben, far weleho < 
wickelnden Gleicbungon aufl 
erforderlicb sind. 

Es h'atte koine Selr 
chungen 22) in die croton u 
der x nach dor Zeit, sowio 
diej? statt der x einzufuhmi 
in die filr die rechtwinklij 
wegungsgleichungon wllrilo 
die Form lieforn, welche < 
Einfiibrung der verallgtmid 

Wir wollen aber tin fol 
•riel kttrzer und ganz align, 
station&ren Wirkung gefund 


§ 5. Begriff der vt 


Gl. 27-80.J 


I. § 5. Generaiisiarte K 


Zustand der unvariierten mit dem do; 
sprochenden Zustarido der variierton 
gleichon. Infolgodeaaen muB bei Hiltit 
als unver&nderlich angesehcm warden, 
w&hrond der Zeit dt hoi der unvarii 
tretenden Zuwuchs von x k die Formal 


27 ) 


d jv 


(lx k 

dt 


dt d* 


X2* J 


Dio Koofliaionton der dp in Formal 
Abloiiungon der Funktiomm F uiteh do; 
Funktiomm der p und eventual! der I 
beatimmton Worton der x und p iui» 
don singulEren Stollon die d m oindou 
atimmt und umgakohrt, da nirgewk 
aweigungspurikton oin m gowiftHan p 
der x kontinuiorlieh in cun lindens < 
gohcm kann. 

Hubstituiort man die Werte 26) 
fiir die boi der iingierton Vemdmilmn 
dew SvHiomH. bo nimmfc dinner die Fen 
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I. § ft. Gen 


dieser beiden Zeiten versch 
daB, wenn s&mtliohe das ver 
§p verschwiaden mtlflisen ui 
Die QrSBen 1\ spieloz 
friiber die QrdBeu X k . b 
allgemeinerten Kr&fte, und 
der Yerallgemeinerten Koor 
nerte Kraft oder auoh die E 
Gesamtkraft in der Richtu 
nfimlicb. die Koordinatentrat: 
gauge zu anders gerichteten 
sieht man leicht, daB P h im 
die Komponente der auf ei 
der Kichtung der betreffend 
— 8" V ist die bei eine 
geleiatete Arbeit Wollte m 
die nnjrariierte Bewegung w: 








Gl. 30a-82.] 


I. § 5. Oeneralisierte Kri 


30 a) 


A'. 


k 1 , 


_ 8V 

' k 8 x* 

ist, so wird, wie sofort huh Gleiohung 2 


31) 


II n 

' d v .n 


8 .r 4 () p h 


Man erhillt also dann dio nach einor 
sierten Koordinate wirkendo genoralhuort 
in dor Kraftfunktion dio reohtwinkligon K 
dor Gleiehungon 22) durch die genorali 
anudrtlckt, die ho erhaltene b'unktion 
Koordinaton und dor Zeit ntuik der b( 
sierton Koordinato partiell difToronziert 
Vorzeichen umkehrt 

Wenn zwischon den p keine Gleio 
so kann man die nach p h wirkendo via 
unabh&ngig von den reehtwinkligen K< 
Komponenton dor iUiiieron Krllfte nach 
reehtwinkligon Koordinatonarlisen in dt 
deiiuieron. Man liilit, p h nm tip h vvaoh 
aber konstant, «owio aueh dio Zeit, inw 
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I. § 6. Qoneralii 


Wenn aber die X, so' 
vorkommenden Funktionen 
keine Eliminationen mittels 
nimmt, so sind die AusdrtU 
Werthe, welche die Formt 
wenn man ohne KGcksicht 
alle p bis auf p h konst&nt 
die dazu gehSrigen Anderui 
naten und mittels der Fori 
Die generalisierten Krii 
die Dimensionen einer Kra 
I\ Sp h immer die Dimensb 
7 .. B. P h die Dimension einer 
Kraft (einer Arbeit, ernes 
Winkel, also eine bloBe Zal 

§ 6. Generaliaierte Gescl 
generalieiertes Moment. E 

Wir wollen nun den 
liebigen GrCBe naoh der Zei 
Strich bezeichnen und die 




GL 84-86.) 


1. & 6. Lebtmdige Krai 


librigen p% aller p und tier Zeit, wem 
dx f k /dp\ enthalten ist, gebildote) int 


34) 


(1 x' k ci x k 

fl/4 ‘ €ip h * 


also gleick clem au« 22) gebildeten pi 
quotienten ties entspreehendeu x mteh d< 
In den reehtwinkligen Koordirmten 
lebendige Kraft dutch FWirnd 14) gt 
man flir die / die Werte 83) f so felgfe 
zweiten Grades tier //. Wir vvtdlen m* 


35) . 



" 1 "mP s* - 1 " 

+ §\P 'i + ft*p'% - • • & y, 


wobei wir unter a hk und tt kh stetn dieM 
den halben Koeffkienten vein p h p k im J 
stehen. Die hciclen (ilieder, welehe 
wenn man in tier ernten Hnminn den Hu 
gleioh h und in der y.weifett gleieh l\ d 
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I. § 6. Gene 


Wenn man den Verlau 
folgt, so sind allerdings s 
allein und freilich anch d< 
Bewegung begonnen hat, 
Systeme und gegebenen A: 
gegeben ist, dadurch im all 
sind, entweder eindeutig od< 
unencQich vieldeutig, selbst 
lidi zwischen gewissen Gi 
von Werten annehmen konn 
Differentialquotienten der e 
In Formel 36) aber, wi 
aller partiellen Differentialqi 
riicksichtigt. Es wird fur 
ein Ausdruck betrachtet, d 
p und p' zusammengesetzt 
Bedeutung der p und p' 
wird, all ob sieh jedes der 
you alien anderen fiir sich 
was z. B. dann wirklich d 
blofi die Zeit, sondern au 

V Und 7)' ala haKakir. 




GL 39-40.] 


I. § 6. Allgemeine GleichuD 


Hierbei ist Sp h der Zuwachs, weld 
generalisierten Koordinaten p h beim Uberg 
Zeit t entsprechenden Zustande der unvar 
spondierenden Zustande der variierten ! 
p h ' = ^ ist der Wert der entsprechend 
Geschwindigkeit zu dieser Zeit fiir die u] 


dp h , ddp h 


+ ^f=p\ + Sp\ 


dt r d t 

der fiir den korrespondierenden Zusta] 
Bewegung. Der Zuwachs, den diese 
schwindigkeit beim Ubergang von der 
variierten Bewegung erfahrt, ist also: 

ddp h 


39) 


#p\= 


d t 


Addiert man zur Gleichung 38) beider 


2 p h#Ph> 

i 

multipliziert mit d t und integriert von t 0 bi 
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X. § 7. Lagran, 



Die Giiltigkeit dieser 
Bedingung gekniipft, daB 
far t = t 0 und t = t v die T 
verschwinden. Wenn die: 
fur t = t 0 und t = t x sam 
schwindet das letzte Glied i 
Andererseits aber versclrw 
linke Seite dieser Gleiebu 
es folgt somit in diesem s 



A 7 ■filrutft "Pnim der Lai 







Grl. 44. 45.] I. § 7. Lagranges Gleich. Erst< 

Die Zahl s der generalisierten Koorc 
kleiner sein, als die Zahl i = Sn — r c 
Systems, weil sonst eine Bestimmung de 
Punkte des Systems durck die generalisi 
unmoglich ware. 1st s = i, so tritt der 
Fall ein, daB zwischen den generalise 
keinerlei Bedingungsgleichnngen bestehe 
sierten Eoordinaten werden aber nur d 
konnen, wenn das System selbst ein holoi 
gegen s > i, so bleiben zwischen den gene 
naten noch a = s — i = 5 — 3n + r Bedi 
iibrig. 

Beim G-ebrauche rechtwinkliger Koo] 
Z-te Bedingnngsgleichung die Form 2). Ft 
der Q-leichungen 22) und 27) die generalis 
ein, so nimmt diese Bedingungsgleichung 

* 

% l dt + ^n\dp h = 0 


44) 

wobei 


3 n 


3 
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I. §7. Lagranges 


Die % sind natiirlich jetzt 
Eoordinaten, welche auch di( 
Letzteres wird jedoch niemaL 
mit Fund f bezeichneten Fu 
enthielten. 

Bei der in der Anmerkui 
Variationsmethode, bei weld 
stande nicht gleichen Zeitei 
die Zeit yariiert wird, welc 
anwenden werden, miiBten 
die Grleichungen treten: 

i 

46) St + ^ 

1 

Falls das System holon 
dingungsgleichungen 44) ho] 
Grleichungen yon der Form 

4? ) d fiPi 

reduzieren lassen. Wexm d 
vom Grade g ist, so miissf 

fihw/y hi /m h a 




Grl. 49.] I. § 7. Lagranges Grleich. Erste 

einer gegebenen Konstanten, so ist dieser Si 
lich umkehrbar, d. h. jedesmal wenn die v: 
in ibrem Verlaufe den Bedingungen genug 
jeder Ubergang von einem Zustande der 
korrespondierenden Zustande der variiert 
ntigen. Sind dagegen die Bedingungen bio 
gegeben, so konnte im Verlaufe der varii< 
gleich einer Konstanten sein, deren Wert 
unvariierte Bewegung geltenden etwas 
Dann konnte der Verlauf der' unvariiertt 
Bedingungen genugen und auch der der 
nicht aber der Ubergang von der einen z 
ist diese Moglichkeit sofort wieder ausges 
Koordinaten flir t = t 0 und t = t x nicht v 
Die Bedeutung, welche den Variatio 
zweiten Falle, wenn das System inholon 
wollen wir im nachsten Paragraphen 
wollen wir zunachst zeigen, wie die Grlei 
handeln ist, wenn beliebige Bedingungsgle 
den p gegeben sind, deren Anzahl a sei. 
da6 jede derselben in die Form 44) gebrs 


I. § 8. Bedeutung 
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Dies sind die allgemeinen \ 


eine Kraftfunktion existiei 
50) 


dg* _ 
dt c 


«r3‘hrAnH TYian in diesem ] 


51) & 

wenn V die Geschwindigl 


§ 8. Bedeutung der Ti 
holoi 

Wir gehen nun zur 
welche die Variationsbi 
Systeme haben. In die 
ein- nnd dasselbe, ob ma 
oder der Ubergang yoi 
Bewegung solle die Be< 






G-l. 52. 53.] I. § 8. Bedeutung der Variations 

Koordinate = p h + Sp h + dp h + d dp^j. 
die Form, welche die Gleichung 44) fii 
annimmt, symbolisch so schreiben*. 


d t n l (p h + Sp h , t ) + 2 {dp h + dSp^.%1 

'l 

was durch Subtraktion der Gleichung 4.4 


52) 


s s 



Gleichung 45} driickt aus, daB die 
dingnng fiir den Ubergang A zur Zeit t 
TJbergang Yom urspriinglichen Zustand 
yariierten zur selben Zeit. Die Gleic 
driickt, daB dieselbe Bedingung auch i 
liber gang A erfiillt ist, d. h. fiir den Ube 
Zeit^ + rfj? entsnrechenden ursnriinffliche 
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I. §8. Bed. 


also auch der Ubergs 
zum entsprechenden 
Bedingungsgleichung< 
daraus noch nicht, c 
Zustande eine den B 
wegung liefert. 

Besonders auffa 
dem yariierten Zust; 
Zustande etc. iibergel 
Bewegung gelangt, v 
lichen Bewegung, w< 
schieden ist. Wenn 
Zustande irgend ei 
korrespondierenden 2 
Bewegung den Bedinj 
dock die Reihenfolg* 
zuletzt gelangt ist, 
wegungsgleichungen 

Wenn z. B. das 
dingung, daB sie au 
nicht holonome, wire 
chung von der For 







Grl. 53.] I. § 8. Bedeutung der Variations'^ 

dem wir bloB sagen, die variierte Bewegi 
ganz unabbangig von der unvariierten 
gleicbungen geniigen. Die Bedingungen ( 
nicbt bolonomen Sjstemen die variierte . 
muB, scbeint ibrer Formulierung nacb ( 
sein, welcben Zustand der variierten B 
Bildung der mit einem jeden Zustand 
Bewegung vergleicbt (ibm korrespondie 
sagten, die variierte Bewegung muB so % 
Ubergang von jedem Zustande der unva 
zu dem korrespondierenden Zustande d 
wegung den Bedingungsgleicbungen geniig 
kurz die Holderscbe Art der Variation 
Es kann also die Frage aufgeworfe; 
bestimmte, dieser Bedingung geniigende 1 
nicbt aufbort, ibr zu geniigen, wenn m 
verandert, als daB man mit jedem Zustam 
Bewegung nicbt denselben Zustand der vs 
wie friiber, sondern einen zu einer une 
scbiedenen Zeit geborigen Zustand der vs 
korrespondieren laBt. Es muB dann ? w< 


34 


I. §9. La 


der variierten Beweg 
stande A der unvarii 
t + St geborigen Zus 
korrespondiert, so m 
Variation irgend ein( 
wacbs sein, welcben 
Bewegnng beim Uberg 
also bei der natiirli( 
erfabrt, so da8 dp = 
nnd da die Bedingur 
so miis8en ibnen and 
genligen. Denn die d 
licben, also einer jedei 

§ 9. Zweite Fori 
Wir konnen die 
bringen, wenn wir st: 
keiten p' die Moment 
den Fall bescbranke 
Gleicbnngen 22) die . 
die mit /? nnd / be 
fur T verscbwinden (< 





Ol. 55-57.] L § 9. Lagranges Gleich. Zweite 


ist wegen a hk = a kh ebenfalls fur b hk dies 
woraus folgt: 

^5) b hk = b kh . 

Die Auflosung der linearen Gleichungen 
ware nur dann unmoglich, wenn die Det< 



a il > a i2 * * 

• <h. 

56) 

a i2> a 22 * 

■ a 2s 


°ls> a 2s’ * 



verschwinden wlirde. Dies kann aber ni 

3 n 

Werte eintreten. T ist namlich gleich £2* 

i 

Summe von Quadraten mit positiven Koeffi: 
.also nur verschwinden, wenn alle x und c 
verschwinden. Das Yerschwinden der Det 
aber die Bedingung, daB die linearen Gleic 
welche man erhalt, wenn man alle q gleic] 
.andere Auflosung als das Verschwinden £ 
lassen. Wlirde also diese Determinante 56) 
wiirden aus den Gleichungen 36) immer gev 
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I. § 9. Laj 


als Funktion von den 
es sind bei der Differ 
konstant zu betracbte 
moge der Grleichung< 
ansdriicken. Dann er] 
ansgedriickt. Weil 
der p' war, diese abe: 
der q sind, so wird 
Funktion der q ersch 

8 8 

58) !T= j- 

i i 

Die Koeffizienten e s 
es ist identisch o hlc = 
Den aus diesem 
rentialquotienten von 
anderen p nicht die j 
trachten sind, wollen 


bezeicbnen. Wir wer 
als F tion vo n 






Gl. 60-62.] I. § 9. Lagranges Gleich. Zweite ] 


Differentialquotienten von T nach q h bilden 
erst T als Funktion von p und p' ausdru 
die / durch die Gleichungen 54) durch p u 
wo dann bei Bildiing der dp'/dq die ande. 
als konstant zu betrachten sind. Es wird 


60) 


8 



SI a - 

d p' k d q h ™ d 

i 


Andererseits folgt aus Gleichung 58): 

Da dies nach Gleichung 60) gleich dem dur< 
gegebenen Werte yon p' h sein muB, und d 
keiten und daher auch die q unabhangig \ 
naten alle moglichen Werte haben konnen, 
und 61) alle Koeffizienten der q gleich seir 
allgemein: 



38 


I. §9. Lagr: 


was mit 59) zusammen 

a, 

63) i 

Wenn wir 57) genau : 
soeben nach p h differe: 
so mussen wir alle iib 
und die p durch die 
Summe rechts in 57) en 
nach q h differenziert li< 


wahrend in alien and( 
treffende q als konstai 
hierauf erhalt man am 



txtqq rmf Cr\ at nncr fifV 





Gl. 67-72.] 


I. § 9. Lagranges Gleich. Zweit 


und 

67) 


a 



Nattirlich wird man die Indizes des 6 we^ 
ein fiir allemal ausgemacht hat, welche pa 
quotienten man meint. 

Wenn die Krafte eine Kraftfunktion 1 
Koordinaten, eventuell noch die Zeit entl 
sich die Gleichung 67) in: 


a 



Da aber V die q nicht enthiilt, so kai 
chung 68) auch so schreiben: 


69) 


d t 


+ 


S q (T+ V) 
Sp h 



Setzt man nun 
70) 


E= T+ V, 
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I. § 10. Ableitu 


Setzt man analog 
78) 

so erhalten die Gleichunj 
namlich: 

74) *2n _. , 

dt dp h *" 

wobei nattirlich wieder 
zwischen den p keine B< 

§ 10. Ableitung der Lag 
der Va 

Wir wollen noch zei, 
Gleichungen ohne den 1 
Yariationen gewinnen kan 
sierten Koordinaten jetzl 
sein konnen. Die allgeme 
Koordinaten konnen wir 

8 48 in Hat* 




Gl. 77.] I. § 10. Ableitung der Lagrangescl 


generalisierten Koordinaten die betr< 
identisch erfiillen. Nun ist identisch: 


77) 


dx k 


dPh 


d 2 x k d x k ___ 
dt 2 d p h dt 

Im zweiten Faktor des letzten Grliedes 1 
nung der Differentiation vertauschen. E 


d d x k 
dt d p h 


-Z 


d 2 x k 


d Ph dp, 


V'l + W 


daher 


s 



d 


dx' k __ d 2 x k , c 

dp h dp h dpr 1 dj 

und 

d d x k _ d x' k 

dt dp h dpj : 9 

wo bei der letzten partiellen Differentia 
und alie anderenjo als konstant, also die 
als independent zu betrachten sind. Bei 

rJp.r ■nar+.i aIIayi T^iffprAri+iQlnnnfipirfpr* haH* 


I. §1 
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Durch Substitution diese 

dq h _ e 
dt d. 

Wir sind also ohn< 
chung 49) gelangt, we 
Lagrangeschen Bewegi 
Bedingungsgleichung, w< 
ordinaten identisch erfli 
Wenn also alle Bedingung 
Koordinaten identisch e 
letzteren keine Bedingu 
verschwinden tiberhaupt 
dg h 
d t 

was mit Gleichung 43) i 

§ 11. Bewegungsgle 

Wir wollen zun&chs 
Grleichungen an einigen 





Gl. 78-81.] 


I. § 11. Polarkoordinute 


koordinaten annehmen. Wir wollen jedo 
Lagrangeschen Gleichungen gelangen, 
Falle keinen anderen Nutzen gewahre] 
etwas weitlaufige Rechnung abktirzen. 

Wir suchen zuerst nach 32) die ge 
r wachse bei konstantem & um 8r, d, 
scbiebe sich um 

78) A B =* 8 r 

in der Ricbtung r. 1st R die in dies 
wirkende auBere Kraft, so ist — d" V— R 

- K' V 

P « — r — = B 
1 or 

die nacb r wirkende generalisierte Kraft, 
bei konstantem r um 8 &, so erfahrt c 
scbiebung 

79) AC=r8& 
senkrecht zu r in der Richtung der wa< 
die Komponente der darauf wirkenden 
dieser Richtung, so ist — 8# V = 0. r 8 i 

P 2 = r 0 


44 


L §11 


82) 


= n 


8T _ d_T_ 

~dfr ~~ dr 

Daher liefern die G 
d (■m /) 


dt 


■ m 


r&' 


oder 


d*r (d&y , 


Wollte man den Gleichu 
man T durcli die p und 
Ans 80) und 81) fol 


88 ) 

und daher: 

d q T _ 
dr 

Es sind also die Gleichun 
des Wertes yon q 2 wird 

M 

dr 

denn die partiellen Diffe 





Grl. 83.] 


I. § 11. Polarkoordinal 


X : 


8 V (x, y, t) 


dann ist: 


d x 


Y — — 


td d V (r cos &, rsin&^t) ^ 

r, = Jti =-=- = X 

I Q r 


t> ___ n _ d V(r cos &, r sin&, t) __ 
j. 2 -fw- - - - 

Bezeichnen wir F (r cos , r sin //•, i 
so ist 

E-T+V- mr ' 3 I 

2 2 

die Energie, welche fur skieronome S 
ganzen Bewegung konstant bleibt. D< 
der von den auBeren Kraften der Mass 


Rdr + rQd& = -dV + 


Will man die kanonische Form h< 
noch q x und q 2 fur r' und &' einzufilh 


E=li- + g * + V{r ■ 

2m T 2«r' ^ ^ » 


und die kanonische Form der Gleich 
mit r, p 2 mit & identisch ist: 


x = rcos&j y- 

Wachst r bei kons 
sick der Punkt um 
Eicbtung von r nennei 
um $&, so verschieh 
Eichtung, die wir ku 
lich cp bei konstantem 
der Punkt um r sin f) 
von <p nennen. Die K< 
den auBeren Kraft in 
q>. Die drei Verschie 
rsin&.<bd'(p, daher c 
P X = B, 1 

Die drei Komponenten 
in den drei eben besj 
r sin ■& ,d(p. Daher is 

l/(S) !+i 

and die lebendige Krt 


Gl. 84.] 


I. § 12. Feste Achse. 


ware, und zur bloBen Eintibung roag 
Polarkoordinaten Erbrachte geniigen. 

§ 12. Uochmals Brelmng eines starred 

feste Achse. 

Um an einem Beispiele yon der 
zeigen, dab die Lagrangescben Glen 
okne Beziehung auf irgend ein rechtwin 
system angewendet werden konnen, beta 
den scbon im I. Teile behandelten Fall 
starren Korpers um eine feste Achse. 

Wenn sich irgend ein starrer Koi 
unendlich kleinen Zeit dt um irgend eii 
unendlich kleinen Winkel dw dreht, 
materieller Punkt mit der Masse m l de 
der Entfernung von der Drehungsac 
den unendlich kleinen Kreisbogen ds 
schwindigkeit des materiellen Punktes h 

ds dw 


48 


I. § 

also senkrecht zur Ebei 
Ebene fallt. n± sei di 
gefallte Senkrechte. D: 
in die Ebene E fallt, s< 
Die gesamte Arbeit der 
Q 1 dscos(Q 1 , ds) = 

Nun ist aber das I 
was wir im I. Teile, § 
zliglich der Brehungsac 
mit M l bezeicbnen. S' 
festen Korper wirkende ] 
der Drehungsachse, so 
dieser zweiten Kraft wa 
den unendlich kleinen 
Die gesamte Arbeii 
Krafte ist also, wenn wi 
statt mit dw bezeicbnei 
85) dA = 

dabei ist B a die Summe 
Krafte nm die Drehung 
Es hat nun gar 




Gr 1. 85.1 


I. § 12. Feste Achse. 


In der Gleichung 48) ist, weil nur eine 
ordinate p vorhanden ist, der Index v 
erhalt also 


85 a) 


d q 
d t 


dT 


dp 




und nach Substitution der gefundenen W 


K 


d o) 
d t 


D a , 


was mit dem im I. Teile, § 55 Gefunden 
Doch konnen wir nach dieser Metho 
die Krafte finden, welche auf die Lager ’ 
Andererseits konnen wir aber den £ 
LagrangeschenGleichungen noch bedeutei 
Wir denken uns beliebige feste Korper i 
Achsen drehbar^ die durch Zalmrader od( 
(welche auch Masse haben konnen) so vei 
ihre Winkelgeschwindigkeiten in konst 
stehen. Wir konnen dann den Weg p, ^ 
Punkt einer Galschen Kette oder ein 
tationsachse liegender Punkt eines rotierei 
Antriebspunkt, driving-point) zuriickgelegi 


50 


Wenn der Weg p 
so ist die gesamte Ai 
Krafte gleich 

wobei im letzten Ansd: 
fur den Angriffspun 
Komponente in der ] 
griffspunktes jener K] 
welcbe die generalisie] 

ist also Qic an- ML 
den Antriebspunkt re 
Lagrangesche Gleie] 
daher fiir unser Syste. 

d*p ' 
dt* 

Da der Koeffizienl 
wieder genau die Fo 
welche fiir die Bewegi 
in einer geradlinigen 
Diese Form tritt 

QTTCI + i 


rn *i 

a aiy\ r\n 



GL 85.] 


II. § 13. Eulers Drehungskoordii 


II. Allgemeinste Drehung eines si 


§ 13. Generalisierte Koordinaten zur Best] 
eines starren urn einen festen Pnnkt di 

Wir gehen nun iiber zur Bewegung eir 
in welchem ein einziger Punkt 0 fest gel 
rend er im tibrigen vollkommen frei ist 
auBen beliebige Krafte wirken. Es hand 
darum, verallgemeinerte Koordinaten, d. 
zufuhren, dureh welche die Lage des f< 
Raume zu einer beliebigen Zeit t eindeuti 

Zu diesem Zwecke wablen wir den 
Punkt 0 zum Ursprunge zweier verschiede: 
Koordinatensysteme. Die Lage der Achs 
des einen (des fixen) Koordinatensystems 
unveranderlich sein. Die Achsen Or] 
(des beweglichen) Koordinatensystems solle 
fest mit dem Korper verbunden sein, so 


Uhrzeigers oder im er 
Falle nehmen wir < 
Immer ist also die 
Abszissenachse auf ki 
tiven y-Achse ubergel 
tive z-Achse. 

Zu irgend einer 
im Eaume bestimmt 
lichen Koordinatensys 
diese relative Lage ei 
die Lage des festen K, 

Urn solche Wink< 
maBen. Wir bezeichm 
die Durchschnittslinie < 

durch den Punkt 0 g 
anfang kann man jede 
OB bezeichnen. Piir j 
bestimmt, welche der 1 
da8 die Lage dieser ( 
der Zeit verandern soli; 
wabrend einer unendli’ 
gegengesetzte Eichtung 




Gl. 85.] II. § 13. Eulers Drehuugskoordin 

in diesem Sinne fort erteilen muB, bis sie 
iibergelit, sei eben der Winkel A. Bleil 
nnd erbalt A einen positiven Zuwacbs, s< 
in positivem Sinne um OZ. 

Der Winkel zwischen der fixen und bew 
und zwar von der ersteren ini positive! 
Achse OR gegen die letzte gezablt, beiB( 
festem 0 Z und wachsendem C die Acbse 
Drebung um OR macht. C ist daber aucl 
beiden AF-Ebenen, und zwar derjenigen 
welcbe OR dureb eine kleine 
positive Drebung um OZ resp. 

Ol, gelangt. 

Da A deren Durcbscbnitts- 
linie, C deren Neigung be- 
stimmt, so bestimmen beide R, 

Winkel A und C die Lage der 
| ?/-Ebene relativ gegen das fixe 
Koordinatensystem, also aucb 
im Raume eindeutig, wodurcb 
aucb die Lage von 0 £ eindeutig 
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II. 


die Werte dieser 
ist umgekebrt du 
des Korpers eind 
Diese drei W 
Koordinaten unse 
wollen setzen: 

Pi ■- 

Um die Lage 
konnen wir uns c 
nischen Aufbangu 
Ringen liege der e 
ersten um die 
blicklich in der Eb 
die Acbse OR dreb 
R0 C- Dieser tragi 
baren Korper, in < 
bundene zu Of se n 
Oi babe. 

§14. Generalisierte 
Korpei 



Grl. 86.] 


II. § 14. Generalisierte Dr< 


andere um die Achse 0R 1? welche d 
der Ebene der beiden Z-Acksen mit de 
selbe steht natiirlich senkrecht auf 0 1 
mit 0 7] denselben Wink el B bilden, de 
und wir wollen sie in dem Sinne ziehc 
von Orj gegen 0 R 1 gezaklt gleick B. 
verschieden ist. 

| RrjR^ und R^Z^ sind in der Fig. 
Kreise, in denen einerseits die |^-Eb 
Ebene der beiden iv-Achsen die Kuge] 
Wir wollen nock den Kosinus k 
mit dem entspreckenden kleinen latein 
dem entspreckenden kleinen grieckisc 
zeicknen, also setzen: 

86) cos B—b, s mB = {3, cos (7 = 

Dann ist cd'A die Komponente der I 
Ackse 0 und y S A die Komponente 
Letztere kann wieder in zwei Kompone 
und Or] zerlegt werden. Da die 
den Winkel 90 0 + J9 bildet, so sind 


56 


II. 


„um oder beziiglich so 
zusammenfallen, die 
Of, Otj, O; haben' 1 
Betracbtungen in dei 
jeder Winkelanderung 
welche zusammen jei 


87) 


OS 

Orj 

~ol 


Wir wollen nur 
finden. Da die Wink< 
Koordinaten spielen, 
indem wir gleichzeitig 
lassen und die bei d< 
welche wir die Lagei 
Arbeit — S" V auf die 
Die Koeffizienten de 
ordinaten sind daim 
unendlich Heine Dr 




Grl. 88-91.] II. § 15. Lebendige Kraft der 

selbe gilt ftir die Achsen Oi] und ( 
gesamte Arbeit, welche bei der Suf 
unendlich kleiner Bewegungen geleistet 
der Summe der bei diesen Bewegunge 
Arbeiten ist, so ist die gesamte mit — (Y‘ 
gleich: 

D{-py<)'A + b<)'C) + E[bytiA + fid 

Setzt man den Koeffizienten von d A i 
gleich P 1 , den von d' B gleich P 2 , dei 
so erhalt man: 

88) I\ (3yD + byE + cF, P 2 =- 

§15. Lebendige Kraft eines starren I 
einen festen Punkt dr 

Wir wollen nun weiter den Wert 
die lebendige Kraft T des Korpers zu 
hat. Wir lassen zu diesem Zwecke e 
Zeit dt vergehen und bezeichnen mit i 
wirklichen Zuwachse dieser drei Winkel 
Das Schema 87) gilt ftir beliebige unern 
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II. §15. Lebe 


(S2, Q bezeichnet werden 
drehung d w auf die Achs' 
Gesetzen iiber die Zusam; 
Vektor, dessen Projektione 
0£, Otj, 0£ gleich. dcp , c 
92) dcp = dw cos (I2|), d} 


Die Acbse £2 heiBt di 
weil die ganze Lagenande 
der Zeit dt durcb eine e 
erzengt werden kann. Wi: 
unendlich kleinen Zeit dt 
wahrend derselben eintritt, 
keit. Es ist also dw/dt 
jener Drehung nm die Ac 
anderung des Korpers wa 
Wir nennen sie die Gesain 
die augenblickliche Winkel| 


und 


dcp dw us 

U = ^f C08 (£>!) 


dyj 


Grl. 95-97.] IT. § 15. Lebendige Kraft der Dr< 

beitsmomentes des Korpers bezuglich diei 
Quadrat der augenblicklichen Winkelges 
Korpers ist. Daher ist die lebendige Krai 
T = ^Kco 2 , wobei K dessen Tragheitsmom 
Geraden £2, also der augenblicklichen Dre 
Es seien §, rj, £ die Koordinaten irge 
teilchens m des Korpers beziiglich der 
ordinatenachsen. Ferner sei 

+ iI=2m(| 2 + £ 2 ), 

= J' 

wobei die Summon iiber alle Massenteilche 
erstrecken sind. Da die beweglichen ] 
unveranderlich mit dem Korper yerbundei 
diese sechs GroBen wahrend der ganzen B< 
G, H und J sind die Tragheitsmoment 
ziiglich der drei beweglichen Koordinate: 
G f , H'j J' sind dieselben GroBen, die wir in 
mit a, b, c, d, e, f bezeichnet haben, wahr 
a, (}, y bezeichneten Richtungskosinus der 
welcher das Tragheitsmoment gesucht wir 
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II. § 16 . I 


Hatte der Korper kei 
der Winkelgeschwindigkeit 
Gl 2 . Ebenso ware 
die Drehungen um die Acli! 

resp. \Jv % . Die 
Summe dieser drei lebendig 
um Of resp. Ot] und 01 
Koordinatenachsen Hauptti 
alien anderen Fallen, wie 
Superposition mehrerer Bev 
der Summe der lebendiger 

§ 16. Die Eul 
Da wir drei yerallgei 
haben wir in den Lagr 
setzen h = 1, 2 und 3. ^ 

98) *£- 

behandeln, welche wir erha 
p 2 = B ist, so wird: 

& 


G-l. 99-101.1 


II. § 16. Eulers G-leichungen 


daher: 

d T 5T dT , 5. 

dp, dB~ P dl + A d i 

Die Substitution dieser Werte und d< 
aus den Gleichungen 88) in Gleichung 98] 


99) 



dT 

dl 


dT 

"d 


Die beiden anderen Bewegungsgleicbu: 
ableiten, indem wir in den Lagranges< 
h = 1 und h = 3 setzen. Wir gelangen j 
andere Betrachtungsweise rascher zum Z 
zwar die Winkel A, B, G\ welche beziiglich 
aclisen eine unsymmetrische Lage haben, 
Gleichung 99) benutzt, sie kommen jedoch 
selbst gar nicht mehr vor. Dieselbe enth 
Grolien, welche sich bei zyklischer Verta 
ordinatenaclisen selbst zyklisch vertausche] 
Genau so wie wir die Gleichung 99) 
man eine andere Gleichung ableiten kor 
den Winkel dor beiden Abszissenachsen n 
der ?/- resp. ?/-Achse mit der Durchschnit - 
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II. § 


daher: 

dl dT 

102 ) = ^ 

Wahlt man die bewe 
sie Haupttragheitaacbsen 
natlirlich immer tun wire 
dagegen spreeben, so wir 

103) l 

und die Gleiehungen 99) 



Diese Gleiehungen h 
Sie bestimmen zunachst, 
man hat dann noch A, 
Gleiehungen 94) als Fun! 
durch erst die Bestimmu: 
seiner Lage zu jeder Ze: 



Gl. 105.106.] H. §17. Spezialflflle. 

d. h. wenn die Drebung um eine der drei 
achsen stattfindet. Es stimmt dies mit d 
§ 60 gefundenen Resultate uberein, daB, \ 
um eine unveranderlicbe Acbse rotiert, d 
tragheitsacbse ist, stets Krafte auf dies* 
miissen. 

2. Wenn alle drei Haupttragheitsmom 
so werden die Gleichungen 104) voneinai 
und jede derselben stimmt mit der Gl 
welche wir fur die Drebung um eine feste 
liaben. Es wird also dann die Drebung i 
ordinatenacbsen durcb die Drebung um die 
Koordinatenachsen nicbt beeinfluBt (als ni 
durcb jene anderen Drebungen etwa die Moi 
beziiglicb der ersten Koordinatenachse gea 

Die Drebung um jede der Koordinater 
also genau so, als ob der Korper nur 
drebbar ware und in jedem Zeitmomei 
Drehungsmoinent um dieselbe drebend wirk( 
z. B. keine auBeren Krafte wirken, so gesch 
um jede der Koordinatenachsen mit koi 
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II. § 

speziellen, sondern im gan 
behandelten Falie. Irgen< 
Korpers befinde sich zur 
und gelange infolge der I 
tionen dieser beiden Punki 
Zeit t mit der ^f-Ebene 
Dann ist A B = OA'.l.dt 
OAB' aber ist OA 2 .l.d 
des I. Teiles das Flachem 
Acbse 0 1 genannt haben, 
der Flachenmomente alle 
ziiglich der Achse Of is 
leieht, daB durch die Dr* 
Flachenmomente nur ur 
geandert wird. Ebenso s 
Flachenmomente aller Ma 
der Achsen Or] nnd Of. 

Diesen drei GroBen 
des I. Teiles Anseinandei 
der drei Winkel proporti 
den drei Eoordinatenach 


gi. io8.] 


II. § IT. SpezialMle. 


Anfang der Zeit hat, wahlen wir als Of-Ac 
sie wieder in dem Sinne, daB die Drehung ( 
die positive Of-Achse zn Anfang der Zei 
Sinne geschieht. Dann ist fur t = 0, (jl = ( 
daher in den Gleichungen 106) x = 0 und 
anch die Drehung um 0 Z im positiven Sim 
liegt zu Anfang, und daher immer G zwiscl 
und es ist in den Gleichungen 107) die 
tivem Zeichen zu nehmen. 

Die Gleichungen 94) liefern ferner: 

[ l = i COS {fit) = — ft y , [JL = i S' 

108) { at 

I v = konst. = c 44 — " 

v dt t 

Aus den beiden ersten dieser Gleichungen : 

B-*<=F90» 

wo die oberen oder unteren Zeichen zus 
Aus der letzten der Gleichungen 108) folgt 



66 


Ebene der beiden #-Achse 
0| enthalt, so ist auch A 
01 bescbreibt eine 
wobei sicb die Ebene der 
geschwindigkeit A' = ijy 
Drehung des Korpers um 
keit v und gleichzeitig nn 
auf senkrechte Acbse 
entspricht. Die angenblick 
sicb der Korper mit d 
geschwindigkeit ]/V 2 + i 2 
der beiden #-Achsen, ui 
wenn G> J, sonst auf 
tg(2,£)= Gi/Jv, tg(fl, 

§ 18. Algebraische Loi 
Pehlens 

Wir gehen nun tibe: 
das Tragheitsellipsoid ei 
keine auBeren Krafte wii 
daB die Gleichungen 104 




ai in-113.1 


II. § 18 . Algebraisehe Losung. 


ist, da die linke Seite dieser Grleichung 
lebendige Kraft des Korpers darstellt. 

Multipliziert man von den Gleichungen 
mit 01, die zweite mit Hp, die dritte mit J« 
wieder, so folgt in derselben Weise 

111) 0 2 X 2 + //V 2 + J*v 2 = h 2 , 
wobei h eine zweite Integrationskonstante 
01, nnd Jv die Flachenmomente der gt 
des Korpers beziiglich der Achsen 0|, On] 
(vergl. § 17, Punkt 8), so ist h das maximale F 
des Korpers, also dessen Flachenmoment bez 
variabeln Achse K (vergl. I. Teil, § 31), dere 
den beweglichen Koordinatenachsen durch di 

cos(/r, = cos (K, v ) = 1 

112) * A 

cos(A r , £) = 

gegeben sind. Ziehen wir sie immer in dei 
das Flachenmoment des Korpers beziiglich de; 
ist, so haben wir h mit positiven Vorzeichen 5 


68 


II. $ 

metrische reduzieren 
Paragraphen behand 
zieren sich auch an 
also der Abstand 
schreibenden Ebene 
ellipsoides gleich de 
Wie im allgenn 
Form auf die sogei 
einfacbster Weise i 
auszudrucken sind, 
Funktionen ausftihr 
weniger eingeben, j 
elliptischen Funktio] 
yielmebr zur Entwic 
Theorie iibergehen, 
der Bewegung des ii 
liches Bild zu mach. 

§ 19. Poins 

Weder die Acts 
gehorige Tragheitsel 


Grl. 115-117.] II. § 19. Poinsots Konstri 


115) i=-’—, = l 

a m 


die Koordinaten seines Endpunktes £ 
auf dem Tragheitsellipsoide liegt, so er 
Grleichungen 114). Es ist also: 


a 

worans folgt: 
116) 

117) 


Q ^ 
o ) 


+ B 


Qfl 

(t> 


+ ,( 



ft) = ft () , 


V = 


h ’ 


l 


Die augenblickliche Winkelgesch 
in jedem Momente proportional der L, 
messers des Tragheitsellipsoides, welc 
augenblickliclien Drelmngsachse hat. 

Wir wollen noch im Punkte £>' e 
an das Traghoitsellipsoid legen. Die i 
gefallte Normale liabe die Lange p m 
ordinatenachsen die Winkel (p, §), {p, 
Wir machen nun von folgendem 
analytischen Geometrie Gebrauch. ^ 
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II. 


« = i/T' 

Da £2' der Bertib 
die Werte 117) ei 



Die erste Formel 
Tangentialebene r i 
Bewegung der Ko 
auch die Richtui 
auch relativ gegei 
lich bleibt. Deni 
invariablen Achse 
cos ( p , £) gefnndei 
wir fur die Rosin’ 
Achse mit den b< 
Wenn wir d 
nach der Seite 
moment mit posit 
die Strecke kjh . 
zur invariablen 1 



G-l. 118.] II. § 19. Poinsots Konstri 

sick zudem unmittelbar vorher diskont 
geandert kaben, da sonst der Punkt 1 
aus dem Innern des ersten lierauskom 
Normalkomponente ist Null, aber dei 
gegeu den ersten Korper eine von I 
schwindigkeitskomponente, deren Riekti 
Tangentialebene fallt; damn sagt mai 
an dieser Stelle aneinander. 3. Auck 
nente der (xesehwindigkeit des Pun] 
Bewegung des zweiten Korpers gegen 
Null ; so daB dessen Weg bei dieser Re] 
einer unendlick kleinen Zeit dt klein 
dt ist, also dureh dt dividiert mit 
Grenze Null zueilt; dann sagt man, < 
einander. 

Die folgende ist eine allgem einere 
von welcher die soeben gegebene ei 
welehe auck den Fall einschlieBt, dal 
punkte Yorkanden sind, die auch in 
der Oberflachen licgen konnen; nur i 
aus, daB anf eine endlicke Strecke u 
oder Sni zen fallen. .Zwis ken n 


Die Bahn des fei 
zessiven Lagen, die er 
der sukzessiven Lag< 
ist dnrch die Gestalt 
den Wert des Verha 
Winkelgeschwindigke 
multiplizierten Halbm 
Endpnnkt in der Ebe 
keit des Korpers in i 
man h und h separai 
einander die Beriibr 
Ebene T stattfindet, 
aucb auf der Ebene 
Kurve heiBt die Poll 
Poloide hat eine lem 
einem zusammenhan 
derten Teilen. Die 
schlossene oder ung< 
Pigg. 10, 11 etc. des 

Tipi flp/r Zpti tra,IK awp/d 



GL 118 .] 


II § 20. Poloide, Serpol 


Das letztere Ellipsoid ist also gestrec 
von der Kngelgestalt starker ab als d 
Die Durchschnittslinie der beide 
Poloide. Es mogen beide Ellipsoi 
und zwar sei O < H < J, so daB als< 
groBte Halbachse beider Ellipsoide un 
heitsmoment des Korpers gehort. Di 
andert bleiben und wir studieren vers< 
desselben, wobei die Aufangslage ( 
Drehungsach8e, also das Yerhaltnis hjk ' 
ja von den Anfangsgeschwindigkeiten c 
pers abhangt. Dann bleibt also das ' 
verandert und auch das zweite Ellips 
sich selbst und andert nur seine abso] 
Solange h/k<yo ist, sind alle 
selben kleiner als die des Tragheitselli 
das zweite Ellipsoid ganz innerhalb d( 
und die betreffenden Werte der Ko 
keiner moglichen Bewegung. Wird hj 
sich beide Ellipsoide an den beide 
Achse. Der Korper dreht sich also n 
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n. §2 


einem Kegel bewegen, c 
Winkel mit der Riel 
Tragheitsellipsoides ein 
Wachst h/k nocb 
artige Kurve wieder in 
jetzt die beiden Pole 
ellipsoides umgeben t 
zuriickziehen, bis fur h 
diesen stattfindet, der 
groBten Tragheitsmome: 
Wert von h/k entspricl 
bei die augenblickliche 
Acbse des groBten r . 
Werten entspricht kein 
Apparate zur Ver 
stellung der Bewegung 
baren Korpers haben 
konstruiert. 

Die eine Halfte d 
Gips oder Metall model 
das sich im Mittelpunk 
Richtungen frei drehl 


Gl. 118.] II. § 20. Poloide, Serpoloi 

bei der ohne EinfiuB von Kraften nael 
Mecbanik erfolgenden Bewegung des 
wiirde. 

Legt man dnrch die Serpoloide eir 
Kegel, durch die Poloide einen fest 
Korper yerbundenen Kegel, welcbe b< 
festen Pnnkte 0 baben, so rollt wabren 
letztere Kegel auf dem ersteren. 

Man kann ancb ans dieser Konstri 
fundenen Satze iiber die Stabilitat de 
Aebse groBten und kleinsten Tragbeit 
Labilitat der Rotation um die Achse d 
tr agheitsm omentes berleiten. Wenn sich 
anfangs um eine Aebse drebte, die mil 
des Tragbeitsellipsoides einen sebr kl< 
(d. b. einen Winkel der klein ist gegen 
groBten Halbacbse in die Differenz der g 
Halbachse), so ist p nur wenig kleiner ; 
aebse des Tragbeitsellipsoides und al 
selben, welcbe erhebliebe Winkel mit 
bilden, sind kleiner als p, reicben daher r 

"Hi a TlviA hn vi /v *rv\ 11 R n loA immAw t»va At n 
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II. §21. & 


Achse die Ellipsoidflac 
Serpoloide einer Spiral 
bewegung, die dem Fi 
nahe koimnen und sieh 
kann und dann wieder 
Drehungsaehse entfernt 
lich um endliches you 
ellipsoides. Man sagt, 
andauern, ist aber labil 

Falls das Tragheii 
sieht man leicht, wie d 
zu den Resultaten fuhi 
ableiteten. 

§ 21. Allgemeine GH 

scbweren Rotations 

Wir haben den Fg 
eines um einen festen 
Korpers bezuglich dies( 
scbon in § 17 ausfiihrlid 
daB keine auBeren Kri 



0-1. 120-122.] IT. § 21. Schwerer Rotations!? 

Kraft© um die Aehsen OR und OZ eini 
aus den rechtwinkligen spkarischen D 
?) R Z der Fig. 1, § 13, Seite 53 leicht 

120) cos (Og, 0 Z) = — cos(<9?/ 

(vergl. das spater vorkommende Scheir 
ist also: 

(£ = D& + D/9, ' 
21 = - D/9/ + Ely + , 
Wir wollen hier fur D, E, F, die Wer 
fiir X, fji, v die Werte 94) und fur X' : 1 

Differentiation naeh der Zeit folgenden 

A' = — @y A" + b C" — by A' B' - /$ 
p' = byA" + @C''-~PyA'B' + bc . 
v ^eA" -B" -yA' O' 
substituieren. Es folgt: 

' <£ = G{C" -eyA' 2 ) + Jy{cA /2 - 
2t = [J(c 2 A' - cB') + Gy*A' 
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II. §21 


Nun ist aber die leb 
T — 

Die Substitution der 

123) r =-§-(? 

Die Einfiihrung die 
liefert sofort die Gl( 
verstandlich, warum 
chungen nach der le 
das Moment © (Heine 
punkt am inneren be 
h angling haben, dur< 
keit des Korpers ire 
die blofie Tatsaehe, 
mit der Aehse des 
Korpers mitbewegen 
ganz der riehtige. 

Falls das Momei 
auBeren Krafte zu al 
von den beiden a 
momentes gleich Nr 




Grl. 126-128.] II. § 21. Schwerer Rotations!: 

momente hat, nur eine einzige Kraft 
licher GroBe und Richtung wirkt, derei 
der durch den Drehpnnkt gehenden . 
0£ liegt, der das verschiedene Hauptti 
sprieht. Dieser Fall ist z. R. realisie 
Sehwere auf den Korper wirkt nnd s< 
0£ liegt. 

Wir wahlen die unveranderliehe ] 
zur negativen fixen 0 Z- Achse, ziehen 
Sehwere die positive fixe 0 Z-Aehse ver 
Ferner wahlen wir diejenige Halbaehs 
Angriffspunkt der Kraft p, also im Fal 
Schwerpunkt liegt, als positive 0£-Ac 
dessen Entfernung vom Drehpunkte mi 
Falle der Sehwere p das Gewicht des 
Entfernung des Sehwerpunktes vom D 
Kraft p iibt jetzt nur ein Moment pi) 
Winkel G zu vergroBern sueht, keines i 
Winkel A oder B. Es ist also: 

31 = 93 = 0 , 
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rr. { 

moment des Korpers be: 
was selbstverstandlich isi 
Acbse stets das Momenl 
Dazu kommt noch 
welche wir am einfacbs 
Wir multiplizieren die ( 
dazn die mit A' multipli: 
nach t. Es folgt: 

G{C'C'' + y 2 J. 

nnd daraus durcb Integ 

129) G{C'*-b 

wobei x eine neue Inte 
der Tat nicbts anderes 
Kraft ist, erkennt man 
stant ist, reduziert sict 
digen Kraft anf \G{p ■+ 
gleich \G{G' 2 + y 2 A! 2 ) : 
/ ply dt = — plo + kon 
Eliminiert man aus 

frrnftA A' an ArVia.lf. man 




Gl. 130.181.] 


II. § 22. Spezialf&lle. 


1. Die Verbindungslinie des Drehpunl 
punktes, welche wir die Pendelachse nem 
tragheitsachse sein. 

2. Auf dieser Achse muB seine augenbli 
achse zn Anfang der Zeit senkrecht ste] 
dieser Zeit uberhaupt eine Bewegung hatt 

3. Die Tragheitsmomente beziiglich 
Drehpunkt senkrecht zur Pendelachse 
miissen gleich sein. 

Die Gleichungen 126) und 129) sth 
Palle vollkommen mit den Gleichungen, 
I. Teile, § 40 S. 144 ff. ftir die Bewegung d( 
dels fanden, wenn wir an Stelle des dort m 
Winkels 180° — C, an Stelle des mit & beze 
den Winkel A und an Stelle der Konstante 
Konstante l 2 p/G, 1 2 %\G und l 2 //G setzen. 
Stelle des Winkels, welchen die vom Aufh 
dem beweglichen materiellen Punkte gezoger 
Vertikalen bildet, der Winkel, den die Pen 
Vertikalen bildet, an Stelle des Winkels, d< 
Aufhangepunkt und clen beweglichen mate 
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n. 


Koordinatensystem OX 
inuner mit der fixen : 
soli zu Anfang der Zeii 
in der festen a 5 t/-Ebem 
keit 4^; um die feste ; 
also so, wie man anf 1 
zur positiven ir-Achse { 
OX' sollen also zur 5 
einschliefien. Zur selbe 
OB und OX' 

&OR 

Wir fiihren lieber der 
ebene, die die Pendeli 
Ebene also den Wink( 
£-Achse begrenzten E 
denen die eine die Ac 
enthait. Da die erst< 
OR steht, so ist: 

132) OR, 0 




Grl. 133.] 


II. § 22. Spezialfalle. 


der Erde ware, wie die eines am Pole a 
caultschen Pendels relativ gegen die Ere 
den Pendel miissen noch die schon a 
Paragraphen hervorgehobenen Bedingunge 
die Verbindungslinie vom Drehpunkt 
Haupttragheitsachse ist und da6 die Tra 
ziiglich aller durch den Drehpunkt senkr 
bindungslinie (der Pendelachse) gezogener 

Die Pendelachse des nicht rotierendei 
kann sich naturlich, je nach den Werte 
absolut im Raume in einer Ebene, einei 
Kreiskegel bewegen. 

Dieselbe Bewegung macht nach der 
theorie des Lichtes ein Atherteilchen, we 
elliptisch oder zirkular polarisiertes Lich 
fortpflanzt, der die Polarisationsebene 
durchlauft ja dieselben Bewegungspha 
welche die verschiedenen Atherteilchen 
der alten Undulationstheorie gleichzeii 
erklart man die elektromagnetische Dr 
sationsebene des Lichtes oft durch die 
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n. 


ernes Kreisels nennt, 
schwerer Rotationskorp 
Rotationsachse 0 £ drehl 
richtung aufgesetzt, die 
denen Punkt 0 der Acl 
\Jv % ist die Ene 
die Achse 0£, welche 1 
stant bleibt. 



ist die iibrige Energie 
desselben in seiner G1 
Energienullpunkt gewal 
natiirlicb ebenfalls konf 
C nahe gleich 180° se 
dingung, daB der Kor] 
aufgesetzt wird, prazisi 
und daher immer klein 
Da im Ausdrncke i 
positiv sind, so muB urn 
klein gegeniiber \Jv l s 
nicht sehr groB gegeni 

Y» i i in n o 



Gl. 134. 135.] 


IT. § 22. Spezialfalle. 


aus den Gleichungen 94) abgeleiteten Wer 
djp/dt in die beiden ersten der Gleichunj 
— byGA'B~(G — J)vbyA H 
-PrGA'B = [Q- J)vpyA! 4 
Diese beiden Gleichungen sind identisch. 
der ersten mit b y oder der zweiten mit [ 
sicht auf 124): 

134) GeA' 2 -JvA' +pl=z( 


185) 


At _ Jv ± ]/c / 2 V 1 — 4,0- cp l 

~ ’.. . 2Gc 

Sei zuerst C gleich 180° — a, wobei a 

jt ___ — Jv ± yjt y 2 + 4 G p l c 
2 G cos s 


Fur v = 0 entspricht dies einem 
genannten Kreispendel, d. h. einem Pend< 
punkt sich in einem horizontalen Kreise t 
eines Hinganges ist it /A'. 1st v yon Nu 
enthalt das Kreispendel einen um die 
seines Schwerpunktes and Aufhangepunt 
rotierenden Korper. Die Schwingungsda 
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186 ) 

1st C ein spitzer Wink< 
nur moglich. fiir 

J‘ 

und zwar, wenn das Un 
schiedenen Geschwindigl 

Kebren wir wieder 
sierung zuriick, d. h. ] 
ist. Dann wird - die e: 
alien drei Fallen (G < 
(im zweiten genau unei 
drei Fallen mit wachs 
angenahert den Wert 
kannten sogenannten P 
ist, so dreht sich dabei 
im positiven Sinne urn ( 
Sinne nm 0£ erfolgt. 

Genau dieselbe Pra: 
moglich, wenn unter s< 
Schwerkraft beliebige ai 
deren Wirksamkeit auf 



Gl. 136.] 


II. § 23. Drehungskomponente: 


§ 23. Komponenten der Drehung nm di 
Winkel der fixen und beweglichei 

Zwischen den verschiedenen beim Prob 
eines festen Korpers urn einen fixen Pnnl 
GroBen bestelit noch eine groBe Anzal 
ziehungen, welche wir nun kennen lernen w< 
in den Gleichungen 94) die augenblickliche 
digkeit co in drei Komponenten urn die 
ordinatenachsen als Drehungsachsen zerl( 
sie nun in drei Komponenten um die drei f 
achsen OX, OY, 0 Z als Drehungsachsen z 
letzteren Komponenten mit l, m, n bezeh 
trachten jede der drei Lagenanderungi 
treten, wenn 

1. bei konstantem B und G der Win 

2. bei konstantem A und C der Win 

8. bei konstantem A und B der 'Sh 

wachst, und zerlegen jede in drei Drehui 
fixen Koordinatenachsen. Die erste Lagei 
keiner weiteren Zerlegung, da sie einer 
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II. §23. 


also ganz wie im Schema 
die Komponenten der ers 
in die dritte die der d 
die erste Horizontalreil 
um OX , in die zweite 
0 Z, so erhalten wir fol 



di 

OX 


0 T 


OZ 

di 


Um l, m, n zu find 
wahrend der Zeit dt i 
C um d 0 — O' dt wachs 
Drehung, welche der K» 
fahrt, ist die Komponei 
der Richtung OX, und < 
gilt, so ist also: 

138) l = -ayF + aC 
Wir wollen nun die 

_* j . • • r* -rr 





Gl. 139.140.] IT. § 24. Differentiate der Richtung 


139) 



ox 

0 Y 

os 

■ 

\ u x = a b + cc @ c 

<3 

1 

II 

2? 

0 7} 

v x — a ft — a b c 

v y — a @ -h a 

os 

w x = a y 

w y ~ — a ff 


Nach bekaimten Formeln der analyti 
hat man ferner: 


140) 



U x 

* +V 

+ 


1 


*.* 

+ 


V x 

a +v 

+ 

*. a - 

1 


V 

+ 


W, 

c 2 + % 2 

+«.*» 

1 


V 

+ 

% 

u y 

+ v * v y 

+ 

WW„ 
x y 

= 

0 

U x% 

+ 

U x 

% 

+ *.«, 

+ 

W x™z 

= 

0 

U x W x 

+ 

u y 

U z 

+ V* 

+ 

W y W z 

= 

0 

% W x 

+ 


u — v„ w . • 

OS tj z 


■\w y , 


■wu — w, u, 

y z z y 3 


M -M M l?, = WU — U. 

y z x x &' y & x % z 3 


U =V W — V W , 
z x y y x 3 


?; = WU, — UJW. 
z sc 2/ * y 3 


V W. 


140a) 
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II. § 24. Diffei 


u y + du y . . . die Werte, 
t + dt haben, und wolk 
fxdty vdt um die drei A< 
zusammengenommen der 
sind, welcbe der Korpe] 
Wir wollen da die 
Die einen sollen ohne 
sicb mit dem Korper r 
Lagen 0|"', Orj"', Og" 
sollen zur Zeit t mit 0 
im Raume und daher j 
gegen OX y OY y OZ blei 
zur Zeit t und 0 , 0 i 

ordinatenachsen Winkel, 
Of'" Off" und 0£"' abi 
deren Kosinus u x + du x 
Die gesamte Lagen 
Zeit dt kann man sich ( 
Yorgebracht denken: 

1. Der Korper erfa 
0£ r Schon bei dieser 
mit dem Korper verbund 




GI. 141-144.] II. § 24. Differentiale der Eichtungsfo 

Korper verbundene Achse Orf f in die La$ 
gefiihrt werden. Da sie sich hierbei wieder 
bewegt, die senkrecbt auf der Ebene der b 
und Otj" steht, so andert sich deren ’ 
um unendlich Kleines zweiter Ordnung, es ist a 

141) cos {0£ lf 0if") =* Xdt. 

Ori”' ist aber genau die Lage der Ach 
scbon oben mit Otf" bezeichnet wurde. D 
Lage, die dadurch entsteht, daB der Korper 
wahrend dt erfolgende Lagenanderung erfa 
die Acbse Orj fest mit ihm verbunden bleibi 
der Winkel, welche 0%f” mit den fixen Koc 
bildet, sind daher diejenigen GroBen, w< 
v x + dv x , v y + dv y , v z + dv z bezeichnet habei 
mit denselben Koordinatenachsen diejenigen 
deren Kosinus wir mit w x , w y und w z bez 
Daher ist: 

142) I 008 5i > 0 O = w , K + d vj + w y (i 

\ +v> t {v t + dv) = w tt dv x + 


wegen 
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II. §24. Differs 


isl Man erhalt daher i 


145) 


A = • 


dw x 


* dt 


Die zyklische Vertausch' 


146) 


dw x , dw y 

+ var 


V = v. 


d u x 


x dt 


+ 


dUy 


y dt 


Diese Grleichungen 
wir in ihre rechte Seite 
Schema 189) einsetzen. 
nach der Zeit kann m 
dann auch in die recht( 
und 146) einznsetzen sir 
Seiten in 144), 145) uu 
die nach 94) gleich X, fx 
Wir konnen analog 
und deren Differentialqi 
ldt t mdt und ndt sine 
dem Korper um die A' 
miissen, um die Lagei 
wahrend der Zeit dt wi 



Grl. 148-150.] 


II. § 25. Andere Relationen. 


die Achsen 0 A, OY , OZ doppelt gezeichne 
ohne unteren Index sollen die oben besprochei 
urn die Winkel — Idt, — mdt, *— ndt machei 
die wir mit OX x , 0 Y 17 0 Z x bezeichnen wol 
im Raume und daher auch relativ gegen 0|, C 
da wir jetzt aucb die Lage der letzterei 
veranderlich lassen. Die Drehung — Idt ges 
Acbse OX. Durch dieselbe gelie 0 Y in 
uber, so da6 man analog der Gleichung 141 

148) - Idt == sin(0 Y, 0 T) = cos(0 Y, < 

Durch die beiden Drehungen — mdt u 
die Achse 0 Y x und 0 Z x soli die Gerade 0 Y 
0 Y" und 0 Y' n iibergehen. Es ist dann < 
oben schon so bezeichneten Geraden identisch 
die beiden zuletzt erwahnten Drehungen de: 
nur um unendlich Kleines zweiter Ordnung a 
aus Gleichung 148): 

149) cos (OF", 0 Z x ) ~ — Idt. 

Da nun 

cos (OZ 17 Og)~u , cos (OZ 17 Of]) = v. cos( 


94 


n. §25. 


u *% + 

«,»,+ 

als lineare Grleichungen 
terminante der Koeffizie 

v, 

! W : 

SO folgt: 

( 

151 ) u y A 

l u,A 

Addiert man die Quadri 
man links A 2 . Die rechi 

bringen. Es folgt also 
Bringt man die pi 
0£-Ac se. d erlei hz( 




GL 152.153.] 


II. § 25. Andere Eelationen. 


Koordinaten desselben Punktes beziiglich de 
Koordinatenachsen. Die letzteren Koordinate 
natiirlich nicht mit der Zeit. Dann hat man 
kannten Formeln fur Koordinatentransformat 

152) l y = u y £ + v y ii+w y £ 

[ X = U a I + V e 7] + W M £ 

! g = tt a a> + u y y + u M x 

n = % v + v y y + v a x 

, £ = W x x + w y y + W z x. 

In jeder dieser Gleichungen zieht ein Is 
oder % auch den Index x oder y oder % i 
griechischer Buchstabe g, t] oder £ aber de 
u, v oder w . 

Wir wollen nun die Zuwachse dx, dy, 
welche die Koordinaten x, y, % durch diejenige I 
erfahren, die der KSrper wahrend der Zeit d t 
Lagenanderung kann durch die drei Drehung 
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II. §2 


154) 


di 

d\ 

d \ 


dc 
d i 


Dieselben Formeln erb 
Gleichungen 152) nach 
weglichen Koordinatem 
veranderlich verbunden 
8tant zu betrachten. I 


dx __ t i 
dt “ 

Substituiert man fi 
chungen 158), so folgt m 
wieder die erste der 
balbe Masse jedes Ms 

Quadrate seiner Gescl 
d x 

multipliziert, darin -j- 

d t 

ersetzt und iiber alle 
man wieder den Ausd] 






Gl. 154.] 


II. § 26. Allgem einste Bewegung 


Wir konnen also in alien Formeln, welcke 
momente D, E, F nickt entkalten, die A< 
OZ mit den Acksen Oi], nnd ' 

tauschen, wodurck sick auck die Winkel 
tauscken, dagegen C in — C und folglick a 
und y in — y iibergeht. Alle derartige F< 
geometrisckem Ckarakter bleiben daher ric 
jede in der folgenden Reike angefiikrte G] 
der nacksten Reike unter ikr stekenden, 
jede in der zweiten Reike stekende mit der 
den vertauscken: 

y, u y > v x9 v z > w y > h A > 0, 

U y> W y> U z> V x> ~ft - ^ B,-C 

u x , v yi w z dagegen miissen ungeandert bleibe 
Vertausckung erkalt man z. B. aus u y = a b 
sprechende Formel fur v x , ebenso aus l = 
den fur — l gefundenen Wert etc. Derartige 
regeln ersparen, wenn man die eine Half! 
gefunden kat, die Arbeit der Ableitung der 
Hat man aber alle Formeln bereits abgeleit 
Vert use uners ereln w ierst e‘n o t wil 
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XL §26. 


ist dies in der Tat de. 
wirdj da man dadurch 
moglichst einfache zerle 
nocb nicht die Bewegur 
Fall explizit hingeschri* 
Behandelt man da 
Allgemeinheit, so werd 
komplizierter und nnans 
dafi man alle Aufgabe: 
derselben Formel beisar 
derselben gewinnen ka 
dieser Bebandlungsweis 
Lagranges M6canique 
lesungen liber Mecbanil 
Ich will bier nnr k 
bebandelten Spezialfalle 
gemeinsten Fall entbalt( 
rigkeit zu den allgemei 
Um in der allgem 
kommen freien festen I 




Gfl. 155-158.J II. § 26 . Allgemeinste Bewegun§ 

naten des Punktes O bezuglich der beweglicl 
achsen, mit l, on, n und X, fjb, v die Kompom 
blicklichen Drehungsgeschwindigkeit des K( 
fixen resp. beweglichen Koordinatenachsen, 
die Koordinaten des Schwerpunktes S des 
lich der beweglichen Koordinatenachsen (ver 
lich setzen wir analog wie friiher: 

% = cos [X, £), u y = cos (r, I), v x = 

Wtirde der Punkt £2 ruhen, so waren b< 
bewegung des Korpers um den Punkt Q d 
der Geschwindigkeit des Schwerpunktes S ir 
der beweglichen Koordinatenachse: 

155) -yv + Zl*, -£* + £*, — | 

(Infolge der Drehung X allein waren sie js 
mein 145) des I. Teiles Null, — >l£, + X 
dazu die durch zyklische Vertauschung folg 
digkeitskomponenten infolge der Drehunge 
folgen die Formeln 155); vergl. auch die 
Dazu addiert sich noch die Progresi 


m 


o l = o + j 

Qi=Q' + Mij£, j 

(vergl. Fonnel 149), § I 
Die gesamte leben 
im I. Teile am Schlussi 
Summe der Ausdriicke 
die Werte 156) substit 

{ T = ~[ (u—7]V+ 

159) » LV ' T 

( +\{GW + H [ 

Wir wollen nun 
auf den Korper wirkei 
beweglichen Koordinat 
Die G-roBe X ist dann 
der Gesamtmasse M d< 
scbleunigung des Schw 
der Richtung zusamm 
szissenachse gerade zn 
komponente des Schwe 
Zeit t sfleich w. Zui 





Grl 160 - 162 .] XL § 26 . Allgemeinste Bewegunj 

daber mit Vernachlassigung von unendlicb I 
Ordnung r 2 : 

92 = ( P + ^ T —xvr + rpfi 

Die Bescbleunigung des Schwerpunktes 
welche die bewegliche Abszissenaclise zr 
aber ist 

und da diese Bescbleunigung mit M multi] 
sein muB, so bat maa schlieBlich: 

M = Mvx — MfX'vfj X 


Diese Gleichung kann mit Riicksicht at 
von T und die Werte 156) von cp, aucl 
werden 


160 ) 


_d_ dJT __ dT _ dT ? 
dt d u V d v ^ d w 


was mit der Gleicbung 12) der 6. Vorlest 
hoffscben Mecbanik ubereinstimmt. 
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Nun folgt aus 

d t 
61 
a t 

6 [i 

dT 

dv 

A i£ 

dt 61 


Driickt man v( 
scheinenden Werte 
6 T 

und -r— aus nnd si 

o v 

1601 so liefert die 


mte 

der 

153 








Grl. 165.] 


II. § 26. AUgemeinste Bewegrn^ 


augenblicklichen Richtung der Achsen £2 
zogenen Achsen gleich ^^. Die ] 

des Korpers beziiglich dreier gleichgerichte 
fixen Koordinatenursprung 0 gezogener A 
0 £ sind nach § 31, S. 112 des I. Teiles u] 
groBer, welche der stets in S befindlichen 
bewegten Masse M beziiglich der letzteren . 
Da die Punkte O und 8 beziiglich der Achs 
die Koordinaten a, b 9 o resp. rj, £ haben, i 
ordinaten von S beziiglich der Achsen 
§ — a, rj — b, £ — e. Die Geschwindigb 
yon S in den Richtungen der beweglichen Ko 
sind nach 156) 

1_ dT_ l_ 1_ cMT 

M du ’ M dv ’ M 6w’ 


daher ist das Flachenmoment der in S 1 
dachten Masse M beziiglich der Achse Of: 


d T 


dT 


Das Flachenmoment des ganzen K< 
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m. §27. n 


a = — 

ist, daB aus 160) folgt 



und nimmt dazu die r. 
durch zyklische Vertau 
ergibt sich unter Zuzieh 

f *»* = &? **,-/* 

166) 

Setzt man den Diffi 
der Zeit gemaB dem 
Drehungsmoment D& x a. 
szissenachse nnd bildet $ 
zyklische Vertausehung 
man das letzte System 
Korper geltenden Gleic 
nnter Beriicksichtigung 
nungen yon denen Kirc 
identisch ist, welches die 







Grl. 167-173.] III. § 27. Nichtholonome Koordinater 


dann jedenfalls durch Grleichungen von der I 
chungen 23) mit den rechtwinkligen verkniip: 

Wir nennen den ans diesen bei Konstai 
p^ folgenden Differentialquotienten von x k n z 
tiellen nach t und bezeichnen ihn mit dx k /dt 
Bedeutung bat dx k /dp h , so daB man also b 


167) 


d t 


d Xk jrrfc 

d Ph 11 


Aus denselben Gleichungen folgt: 


168) 



Dagegen ist bei Bildung der Sx k die Ze 
erhalten, so daB man bat: 

169) Sx k = 


Versteht man daber unter einem partielh 
quotienten der x' k einen solchen, wobei von d 
p h und p h alle konstant erhalten werden, bi* 
nach welcher differenziert wird, so ist: 


1.06 HL § 27. 

so da£ wir schreiben 


174 ) 


8 a4 _ 

d Ph dt 


Die geometrische 
Q-rofien ergibt sich. du 
LaBt man zuerst 
wachsen, so nimmt die 
/ d U ^ \ 

™ + Tpi d P») d i 

wohin wahrend dieses g 
dessen Masse m T ist, ' 
schoben wird, heiBe B 
dp { nnd dann erst p h i 

ti k i dp i nnd dann urn 
gelange derselbe mate] 
seiner unverscbobenen 
daB, wenn k = r, r + 

fez* d 

\dp h ~~ i. 





G-1.175-178.] III. § 27. Nichtholonome Koordi 


ist. 


X k ; 
«7i 


: lim 


dtdp h 


Bezeichnet man die Faktoren, mit dei 
Bedingungsgleichungen 6) multipliziert, mi 
folgt aus 6) und 4) in der bekannten We 


175) = + *=1,2 

Bn 

Fuhrt man in dem Ausdrucke A& 
die Sp n vermoge der Grleichungen 23) ein, 
Falle liefern: dx k ~ Sp %y so erhal 

3n 8 Bn 

176) 

Der Koeffizient yon Sp h in dem Aus< 
wie bei bolonomen generalisierten Koordii 
Koordinate p h wirkende Kraft genannt und 
werden, so dafi man also hat 

8 n Bn x 

1 77 1 * P — STt TT 7T? —, Vi (™. _l. -<C, 


108 
daher: 

wogegen: 

daher: 

179) 

ist Man hat daher: 



oder nach Gleichung 1 



Wir mnltiplizieren 
beiderseits 

lich k von 1 bis 8 n. 
Beginnen wir ganz 


III. §27. ¥ 

dx k _ 
dpi, 


d 

d t 





Grl. 183-187.] ITT. § 27. Nichtholonome Koord: 


183) S>|^ fc == 0, 

wenn sich die p h beliebig andern, daber 
anderen bis auf ernes, das wir wieder j 
sowie die Zeit konstant bleiben. Mit ail 
ist fur jeden Wert von l und h: 

3 n 

184 ) = 1 = 1,2,8..t. k 


3. Nach Gleichung 177) ist: 

3 n / x \ 

185) 2 + 

l \ 1 ) 

4. Aus Gleichung 182) folgt: 

8n 

186) Ja 


. . , dx\ 

y * m * x *lTi h 


dxit . 
dph 


8T 

dp>, 


Es ergibt sich also: 


dq h v , d T NTT , I 


d T 
SPh 


3n 


187) 





















I i‘Ji = p k + .|i’ + 2 r m r \ cos(O r «J) + 

Dio durcli den Mangel (lor Holonomitftt (lor Koordi- 
nateu bediugten Zusatzglioder zu don Lagrangoschon 
Gloichungen sind also gam diosolbon gobliobon, wio in dem 
Kalle, dass die Anzahl dor goncralisierton Koordinaton 
gleich dor Zalil dor Froiheitsgrado dos Systems iat, so dull 
zwiscbeu den goncralisierton Koordinaten ltoino Gloicliungon 
raolir librig bleilien und os ist aomit dio gestollto Aufgabo 
in roller Allgomeinhoit gelost. 

§ 28. Betspiel znm vorigen Paragraphed 
Wir wollen dio gefundonen allgemeinon Gloicliungon an 
folgondem Boiapiele’) illustrieren. Zivoi Riemonsclioibon sind 
durch einen Troibriomen vorbundon, wolchor parallel dor 
Achae der Schoibon in hlinlioher Woise bin- und hor- 
gesolioben werdon Icann, wio man einon Treibriemon von 
einer wirkenden Soheibe anf oine Loorscboibo odor um- 
gekelirt vorsohiebt. Dio oine Riomonsoheibo vorjtingt sicb 
uach einer Seite liin, ivogogen sich die andoro nacli dor 
ontgegongesotzten Seito naoh oinom solchen Gesotzo vorjtingt, 
daB oin und dorselbe Treibriemon tiberall paBt, wenn or 
in dor gescliilderten Woiso verschobeu ivird. Eino solohe 
Verschiobung des Riemens bowirkt gewissermaBeu eino Ver- 
anderliohkeit dor Radien r, nud r a der beiden Riomonschoibon 
und daher auch des Ubersetzungsverhaltnisses p i = r l )r 2 . 


• v. „. •(.. 








wenn t (lie Zoit ist und K und L dio Trilgheitsmomente 
allor mit dec ersten, rospektive zwoiten Riemenscheibe fesi. 
vorbundenon Massen bozttglioli dor jeweiligon RrohungsaoliBon 
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Koordinaten, 









Glietler 







Nach den Regeln der Variationsrecbnung hat man 
uuendlich Kleines zwciter und hokeror Ordnung zu vernach- 
l&ssigen uud findct somit: 



- (Ti- P„)<H> ~ f(ST-SV)di = 
t 0 + j§Hd(. 


Wenn V und die n die Zeit nicht explizit enthalten, also flir 

kann man librigens obnc Beschr&ukung der Allgemeinlieit 
3t 0 — 0 aetaen. Man denkt sich dann die vamevte Bewegnng 
zur selben Zeit beginnend, wie die unvariierte, was iu diesom 
Falle ihren Verlauf in keiner Weise andort. Die Variation 
der oberen Grenzo rnuli dann gleich dom Betvaga ge- 
macht werden, um xvieviel die ganze Integrationszeit iu dem 
durcli Formel 203) bestiramten Integralc 38 groticr ist, ala 
in dem durch Formel 202) gegobonen Integrale IF. 

Das Integral fSBdt in Gloichung 204) bat uun genau 
dieselbe Bedeutirag wie in Gleiohuug 199). Wie dort ltami 
man in 8B=GT—dV die Werte 200) und 201) substituioron, 
die mit Sp‘ beliafteten Gliedev partiell iutegrieren und sclilieB- 
licb die infolgo der Bewogungsgleicbungen des Systems und 
den Bedingungen sich auf Null reduzierendon Glioder weg- 
lassen. Man erhalt dann wieder dio Gleichung 199), nllmlich 


W^H,St l -B <1 St a + '^W k Sp\ - q\Sp oj. 


Man kann auch umgekohrt aagen, wenn man von irgend 
einem Obergange gewisser Anfangswerte zu gewissen End- 
werten als der unvariierten Bewegung ausgeht und die 













































GenUgt daber das System dor unvariierten Werte (die 
unvariierte Wertebewegung) don Gleioliungon 211), so folgt 

was vArmrtgft der Bedingungon 213) verscliwindet. Man 
orhalt also aus 215): 

217) = 


Man sieht sofort, daB diese Gleioliung oine Verall- 
gemoinenmg der Gleichung 207) ist, welche man wiodov 
erbfi.lt, wenn man speziell untor den p dio genernlisierten 
Koordinaten dcs dort betrachteton matoriellen Systems und 
unter H den Ausdruok T — V versteht, dagegon ist Gloi- 
cbung 207) msofern weit aUgemeiner, als in derselben aueii 
die Integrationsgronzon i'Ur die Zeit raniert warden, wtth- 


























































134 III. §84. Neuo Definition der p'. [01.222. 

einGrenzwert soin soil unter folgendeuBedingungen: 1. ^undf, 
und die Werte der ungestrichenen p zu diosen Zeiten sollon 
nicbt vaviiert worden, so daB man auch dt niclit zu variieren 
braueht, 2. die Variationen der ungestriolienen p sollen die 
Bedingungcn erflillon J s= 0, 1= 1, 2,,.o\ 

Da die gestrichenen p v511ig unabhhngig sind, so muS 
die Variation <T ( 42, welcho & orfiihrt, wonn man sonst 
alles unver&ndort l&Bt und nuv oinoe dov p' } ■/.. B. p' if uin 
Sp\ waohson lilfit, vorscliwinden. Die iin Ausdruuke fUr S2 
in der ockigen Klammer stehondo Summo oiTitlirt daun den 
Zuwachs 

und daher wird: 

<r,a-fctf.it 2 (^- 4 ^)^.; 

da nun Sj/ t eine ganz willktlrliche kontinuierlicho Funktion 
von l ist, die nuv die Bedingung zu orfDllon hat, dull sie 
fUr jeden Wert doe t unendlioli kloin soin muB, so muB dor 
Faktor von Sp\ in dom zuletzt fUi- S i S2 gofundonon Aus- 
drucke ftir jedes t verschwinden und mau lrat (labor fUr jodos 

Dies sind fUr die s GrdBen p' h — > ra ganzon s linoare 
bomcgene Gleichungen. Da naeh GleieliungSB) ^^~ T - = a u 
( ist, so sind dio Koeffizionten dieser linoaren Gleiohungon 
gleicli den a h{ , und da nacli 66) die Determinante dieser 
Kooffizienton nicht verschwindet, so kBnnon dio sftmtlichon 
linearen Gleichungen 222) nur erRlllt sein } wemi slimtliche 
Ausdriloke von dor Form vorscliwinden. Der in 

§ D fttr das Nichtverschwinden dieser Determinante gegebene 









































































































































































cnthalton ist, so kann man sio nieht ate independents 
Variable w&hten. Wollte man in diosem Integrate durchaus 
eine bestinimto indepondente Variable Iiaben, so konnte man 
eino dor Koordinaten, z. B. p x , als solcho wfthlon und die 
Gleicliung 233) sclivicbo sieli in dor Form 

wobci uatlirlich fur dor Wert cins zu sotzen ist. 

Wir wollen nun an einern gauz eiufachon Beiapiele den 
Uutcrschied zwisehon dem Prinzipo der stationilreu uud dem 
dor ldeinston Wirkung erbrtorn. 

Es bestehe das System aus oinem oinzigon inatoricllen 
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162 IV. § 42. Analogon der zugefllhrton WKrmo. [Gl. 239. 

IV. Analogical mit pliysikalischen, besondors 
warmetheorotisclien Siitzon. 

j § 42. Analogofi der zugefiihrten Warme. 

Die speziello EigentUmliobkeit der GMoichungen der 
Therwodynamik ist dadurch bedingt, dnB dor Zuwaolia der 
zugefiihrten W&rrae kein vollstitndiger Differontialausdruck 
ist. Nun ist abor das Difforeutiale HE dor zugofUhrteu 
Energio immer ein Tollst&ndiger Differenfcinlausdruck, so- 
lange wir, wie in den Beispielen des vorigon Paragraphon, 
8kleronome Systems botrachton. Solange wir uus daher auf 
die Betracktung solcber Systemo beschrilnkon und das Dif¬ 
ferential der zugofulirten WiLrme mit dom Zuwncliso S E 
der Gesamtenergie in Parallele stollcn, ist also sclion in 
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Lag« dor n matenellen Pnnkte soil (lurch « Kon,jj' 







Dieselbe Eigonschaft (iudon wir auoli auf anderen Qo- 
bieton der Physik. Auch an einein ruhonden olektrisclien 
Stromo von uuverituderlichcr Intensity, in deaBon Naolibar- 
sohaffc sich ruliende Magneto odor Eiseumassen boflnden, 
sehen wir aufler in der treibenden Batterie nirgends die 







































































fortgesotzt wind, als eine station!!™ bezeichnet, wofllr icli 
aber lieber das Wort „finit" gebrauchoi) will. Worn anBor- 
dem nook die Bevogung zwar niclit in deni Siimo poriotlisch 
ist, daB nacli Verlauf einor endliclion Zeit alio matoriellon 
J’unkto gloichzeitig exakt zu iliror alton Lago, Geschwindig- 
keit und Geschwindigltoitsriclitung zurtlckkeliron and dann 
ivieder die gloiclio Bewegung von vorno boginnen, abor dock 
eino solcke KcgelmttBigkeit in dor Bowegung korrscht, daB 
dae Zeitmittel der leboiuligen Kraft, oinor Geschwindigkeits- 
kompononto, odor dos Wertes irgeud einer roclitwinkligen 
Koordinate irgond einos materiollon Punktes odor dor go- 
samten Kraftfunktion V otc. je oinor fostbostimmton Greuze 









































Oder die Balinliluge lind dio Bewoguiigsriohtimg in gegebanor 
Entfornung vom Kraftzentrum) orfordorlioh. 

Will man bewirken, tlaB dio Zontralbewogung pnlor 
Masse nach dem Newtonschon Gravitatiousgosotzo orfolgt, 
so darf man keinen gewMinliohen jMagnoton amvondon, 
soudern der Pol A muB von dom nilhoron Polo 13 mit oilier 
dor orsten Potenz der Entfornung vorkobrt proportionalon 
Kraft augezogen, von dom antfornten Polo 0 abor mit oilier 
gleiohen Kraft abgestojon warden. Dann wird wiedor niclit 
HQ, wokl abor HQ/T oin vollstiindigos Differential soin. 
Hat man gleicbzoitig zwoi Magneto, von denon dor oino von 
der ebon gesobildorten BesclmiTonhoit ist, dor andoro nber 
nach demselbon Gesotze wirkt, wio ein gowSInilichcr Magnet, 
und von denon jeder uuabhilngig von dom andern drohbar 
ist, so erbillt man eino Zontralbowegung, bei wolebor die 
Zentralkraft das am Endo des Paragraphon 41 orwftbnte 
Gosetz bofolgt und (lie baiclan Konstanton ?, und a unab- 
bltngig vonoinamler langsam vorlindort wordon kSnnan. 

Es ist dann auch S Q/rkoin vollstiindigos Dilforontial und 
mau sioht, dali niclit fill - alio isokinetieebon and aucli niclit 
alio rein zyklisclien Systems iHQ/T oin vollsttlndiges Diffe¬ 
rential ist. Boztlglich dor aiisfttbrliohon Borochming aller 
Boispiele vorwaiae ioh auf Wien. Sitz. Bar. II, 92, S. 858 
Okt. 1885, Exn. Roji. d. Pbysik 22, S. 186. 

Driltes Beispiel. Eine Masse rotiort rasoli uni oino Acliso 
und iliro Entfernung von dor Achso ist dor langsam vor- 
knderliche Parameter. Es ist dies oin lohrroiohes Boispiel 
fllr oin zykliaches System im weitoron Siune nacli dor Be- 
zeiclinungswoise Hertz’, wolohos kein oolites Zykel ist. Es 
soil Ktlrze lmlber im folgeuden immor als das Zentrifugal- 
moclell bozaiclmct wordon. liber die schSno Analogic, wolcho 
dieeo oinfaolie meclianischo Vorriohtung mit flora Caruot- 
solian Satze und dom Vorbalten vollltommoner Gaso zeigt, 
vergl. moine Vorlesungon ilbor Maxwolls Thooria dor Elok- 
trizitilt und dos Lichtes 1. Band, 2. Vorlosung. Im solbeu 
Buclie, 4. und 6. Vorlosung, ist auch eine Vorrichtung be- 
schriebon, an welohor zwoi voneinander unablidugige zyk- 
lisoho Bewogungen mSglich sind. 




































Zufulir bewirken und auf welolie wir jetzt alloin den 
Namen Zusatzkr&fto beBchrllnken wollen, sind gimz noue 
KrSlfto, welche von alien wilbrond dor nnvariiorton Bewogung 
wirkcndon viillig verscliieden aind. Dieso Energie SE stollen 
wir mil dor oinem Korpor zugefilhrten Wllrmo SQ in 
Parallels, J„ = T+ F dagogen, odor auoli, wenn wir liobei- 
wollen, J, t „ = T+ V, aotzon wir mit der gosamtcn innorcn 
Energie oines warmen Ivdrpers, der lebondigon Kraft der 
Molekularbowogung und der auf innere Arboitsleiatung ver- 
wondeten Wilrme in Parollele. 

Die Zuwilohse dor Kraftfunktionon SI und V, welclie 
daher rubren, dab im Zustande B auoli die v matoriellen 
Pnnkto etwas andere Lagon liabon als im Zustando A. sollen 
mit 5, SI und 8, Fbez.oichnet warden, so daB der totalo Zuwadis, 
den die GrSBen F und SI boim Uborgang vom Zustando A 
in den ZuBtand B orfahren, 

2 «) s M . v = sv+s,v, 3 m . a = sa + s, si 

ist, und dor Ausdruck 

244) 3j„ i , = 3r + 3v+3„v 

don totalon Zuwacha der Qesamtenergio J„,, = T + V des 

eriveiterton Systems der n + v Punkte darstellt. 

Man kann dahor sagen: Wonn die Uberftibrung aua 
dem unvariierteu in don variiorton Zustand gerndo zur 
Zeit i stattftlndo, so daB gerade der Zustand A in don Zu- 
stuud B llbergoftilirt wilvdo, so wttrde dem SyBtom dor 
« Pnnkto von don Zusatzkritfton die Energie SE, duroli dio 
Einwirkung der v Punkto die Enorgio — SSI zugofllhrt. so 
daB seino innore Enorgio urn 31 n = ST+ SF wttchst odor 
es wird von der ganzen, durch Zusatzkrilfto zugefilhrten 
Energie SE dor 'foil ST A- S F auf Vormehrung dor Eigen- 
onergio, dor Antoil 3 SI aber auf iluBore Arboitsloistung ver- 
wondot. 

SI ist die Kraftfunktion der Wecbsolwirkung der n und 
der v Punkte. Da es sich bier bloB um ein moohauisohes 








































































lingogangon 


































































































selben Integrationsgronzen zurtickkommen wird, sobald die 
Grenzon itamer so geitndert wordon, dafi das letztc Glied in 
Gloichuug 223) verschwindet; doclt UiBt sicb auch in diesem 
Falle bowoisen, daB T integriercnder Nonner sein niufi, fallB 
ilberhaupt integrierende Faktoron von d Q existieron. Sei 
allgemein d Q = UdN und man wllhlo T and die Va als die 
independenten Variabeln. 

Nacb dom ebon Bowieseneu muB, sobald idle bis auf 
eines konstant sind, T intcgrierondcr Kenner von iQ sein; 
ist also g irgend oiner dor Indiz.es a nnd dn g das nun 
Faktor T binz.utretende Differential, so folgt zuniiohst: 

257) M (« £ d T + *£ dp,) = T (f* d T + dp,) ■ 

Dieso Gleicliung muB filr alle 'Wcrtekombinatiouen dor 
daboi als konstant vornusgesotzton Vnriabeln p l: p 2 , 

P J+1 ... gelten. Worm also M und N gegoben sind, so ist 
dnraus a bis nnf einen nur die letztorwiUinten Variabeln 
enthaltenden Ausdruok bestimmt. Dasselbo gilt auch filr 
jeden boliebigen nnderen dor Iodizes a, z. B. A; man hat 

253) M[**dT + |£* A ) - T[$dT + <*ft). 

woboi natllrlich die Identitttt von <r und o h noch nioht or- 
wieson ist. Ans dieser und der Gleioltung (257) folgt nn- 


259) 
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Differentialgleichung genttgt und genau so viele willkUrlicho 
voneinanclev unabVmngigo Konatsinten enthltft als partielle 
Differentialquotienten erster Ordnung in (lei- DifTeroDtial- 
gleichung vorkommen. Es komnien deren in unsercr Dif- 
fercntialglciclnmg s + 1 vor. Da aber die Unbokanute IF 
undifTerenzicrt in dor Gleicliung nicht vorkommt, so kommfc 
eine Koustante jedenfalls additiv zu W hinzu und spielt 
spatcr, da wir immer nur dio DifYerentialquotienten von IF 
brauchen, gar koine Rolle. Es genbgt also eine Liisung tier 
Differentialgleicbung zu linden, welcbe s voueinnnder unab- 
hilugige willkUrliclio Konstanton «*, a 2 , «, onthitlt, von 

denen keino additiv zu W hinzutritt. 

Wenn wir die mecbanisclie Aufgabo vollstilndig geliist 
liittten, so kOimton wir IF als Fuuktion vou I, p h , pi aus- 
drtlcken. Diesor Wert ties W (or heiBe IV) ware ein voli- 
stkndigos Integral tier Haminonsohen partiollen Difforen- 
tialgleiclmng 294), da or derselben gcnllgt und die s wili- 
klirlichen vonoinander unabliangigen Konstauten pi euthalt, 
von denen koine additiv zu IF liinzukommt. Demi fUr 

Wir setzen nun allerdings voraus, dall wir die mecha- 
nisclie Aufgabe noch nicht gelbst babon. Wir kennen duller 
aucb dieses oine vollstandige Integral tier Gleickung 294) 
uiclit, Aber wir nehmen an, daB wir irgondwie oin andores 
voilstilndigas Integral gefundon batten, also eine die partielle 
Differontialgloichuiig 294) erfllllende Funktion von i, den p h 
und noeb s willktlrlichen voneinandcr unabliangigen Kon¬ 
stanton a t , von denen keino additiv zu clicser Funktion 
hinzukommt. Dio Kenntnis dieses beliebigen anderen voll- 
stitndigen Integrals gentlgt dnnn, um (lurch bloB partielle 
Differentiation s Gleichungen zu fintlen, aus denen dio s 
unbekannten Variaboln so als Funktionen dor Zoit und 2s 
unnbhangiger lntegrationskonstanton ausgedrilckt werden 
kflnnen, daB sio dio Bewcgungsgleicliungen 280) der mecha- 
















































































































































wenn A und B positiv siud, also die KegelsoUnittlinie sine 
Ellipse ist, als auch wenu A positiv, dagegeu B negativ ist, 
also die Kegelsclinittliaio oine Hyperbel ist. Ja selbst 









entsprcchon also immor dvci konzontriselio, koaxialc, liomo- 
fokale Flilclion zweiteu Grades, oin droiaclisigos Ellipsoid, 
. und zwoifticlioriges Hyperboloid, wolohe 

















































































































































































































































































































und wir wollen den Zuwachs, den irgend eine Funktion der 
Variaboln 365) diulnrch erfitbrt, daB man darin bloB den C 
dies© Zmvilchse ertoilt, tlnvcb Vor30tv.on des Zeicbens d, 
ausdrtickon. Dieser Zuwachs ist bloB durch eiue kleino 
Vcrflnderung der Werte dor Integrationskonstanton ont- 
standen und hat duller gun/, die Kigonacliaften der frUlier 
mit S Oder A bezeiebneten Zuwachse. Danu ist also 

d ,a = < 'If + -Jr 

wobei das erslo Glicd rechts den Difterontialquotienten 
des p h nacli der Zeil bei konstanten 0 ausdriickt. 

Es sollen nun dio 2s GroBen C so gewiililt warden, 
daB flir jedes A 

367) = 0 


ist. Dio physikaliscbe Bedowtung der lelzton Gloicliung 
kann man sicli folgondormaBen War raaclien. Wenn man 















































































































































































































01-413.] VI. §74. Amvendung auf Astronomic. 293 

so daB () h die lintfcroung des Planoton mit der Masse m h 
von dor Sonuo ist und 


>■»» = Vfo - V + (& -;// + (*; 

wil'd. Dann lautet tlie auf die z-Aohse beziiglicho Be- 
wegungsgloichung filr die bonne 



dio eutsprocliendo Gtciclmng fiir den Mars abor lautot 
_ xm. Vg _ x ^ ~ g») i 

Dio Subtralction dor beidon Ictztcn Gleichungon liefert 



Analogs Gloiolningen golten filr die y- and *.Riclitung. 
Wir werden im folgeudon den Index Null weglnssou, die 
iibrigen Indizes abor uuverilndert beibebalten, so daB die 
letzte Gleichnng sicb so soliroibt 



mit zv.-oi analogcn, filr die y- und z-ltichtung. 

Stbrung wir bostiinmen wollen bezliglidi oiues Koordinaten- 
systoms OX, OY, OZ, dessen Koordinatenachsen fixo 
Riobtungen im Raumo (gogon den Fixsternhimmel) habon, 
dossou Urspruug aber immer im Sonnenmittelpunlito liegt. 

Bowegnng' des Mars relativjgegen dio Sonuo, also jone Bo- 
wegung, welobe gerade dor Beobachtung zugilnglich ist 
tj k , x k siud dio Koordinaten irgend oines anderen Planeten 
relativ gogon das Koordinatensystem OX, OY, OZ, also 
relaUv gegen dio Sonuo, 











I. § 75. Zwoikorpciproblem. 


Sonne, welche wir schon im I. Teilc § 21 ausgeftlhrt liaben. 
Wir mtissen also bier dieso Aufgabe ein zweites Mai nach 
oilier gara verschiedonon Metliode Ibsen. 

Planeten M (des Mars) im Raurno in folgcnder Woise. Wir 
donken mis die Sonne S im Mittelpunktc des kugellbrmigen 
Hiininelsgowblbes und die Ekliptik als groBton Kreis des 
letztcreu. DaB die Lage dieses grbBten Kreises so gewillilt 
wird, daB die (iiatilrlieh obenfails gestbrte) Erdbahn zu einer 

unwesontlich. Nur daB alls Planeten sicli nioht allzu woit 
von dieser Ebeue ontfernen, wird benutzt. Dor grbBto Kreis 
der Himmelskugol, welcher durch den Pol dor Ekliptik und 
den Planeten M geht, treffe die Ekliptik im Punkto X. 
Der Winkolabstand dieses Punktes vom Friililingspunkto 
(dio Liingo des Planeton) beiBe r p, der Winltel MSN (die 
Broits des Planeten) beiBe .9- (vcrgl. Eig. 10 S. 208). Dann sind 
(i, & und rp gewShnliche Polarkoordinaten. Dio Eormoln 419a) 
zoigon, dall dio Bewogung des Mars rolativ gegen die 
Sonne gonau so vor sicli geht, wie dossen absolute im 
Raume goscliiUie, wonn soino Masse gloicli eins wiire und 
V reap. 9. dio Krnftfiiuktioneii f 11 r die imgestSrte Bowegung 
reap, die dor stbrenden Kriifte witron. Es geniigt daber das 
lotztoro Problem zu lBson. b’lir dassolbe wltro die lobon- 
digo Kraft 

7 = i [d' a + (' 2 ■’ 'f' 2 ] 

(vgl. § U, wo r fiir p und 90° - & ftir & gesehrioben 1st). 


r-*[«: + *!+ P-&.]- 

Sotzt man x (m, + m) = A, so wird also 







































































































































als dio Ricktung von iV-, und mit 2, It und G clio Kompo* 
newton dev auf w wirkondon Goaanitkmft in dioson dm 
Richtungon bozoichnon, so bat innn nacli $ 11 



Aus dieson Gloiclmngen, wolcho unH clio absolute Bo- 
wogung dor Masse »», d. b. doron Bowognng bozogon auf eiu 
taugliches Boxugssystom gebon, linden wir scfbrl dio gcsuchto 
Relfttivbowegung, wonn wir statt don Polarwinkol /)■ mit 
dor bowoglichon Achso OX oiufllbvon, da ja v mul % von 
dor Droluing niclit affiziort wordon. Da wir don Winkol 
dor beidon Abszissonaelisen zur Zoit t mit to bczoiclmat 
liaben, so ist, wonn wir dio Winkolgosoliwmdigkml dw}dt 
dos zwoiton Koordimitcnsystoms rolativ gogon das tangliclio 


Substituiort man dios in dio Gloioliungou 498), so folgt: 



§ 81, Interpretation der gefundenen Gleiohungen, 

Dio Gleichungon ft\r dio Vovilndorung von r, 0 und « 
sind hiermit wiodor gonau in dio Form der Gleiclmngon 488) 
gebraclit. Dio Bowogung rolativ gogen das sick droliondo 
Koordinatonsystem gosoliielit also wiodor gonau so, als ob 
das8elbe fix (d. h. oin taugliokos Bozugssystem) wilto und 
auf ivgend einen matoriellen Punkt m auBor don Krilften, 

























































































Ea ist dins oin Boispiol fttr die Anwonclung gonorali- 
sievtev Koordinnten, welche die Zoit oxplizit enlhalton, wos- 
hnlb aucli die lebondige Kraft T liior eino inhomogeno 
quadratische Function dor a:', ?/, x- ist. 


§ 84. Grundgleiohungen fftr die Bewegung eines sohweren 
Korpera relativ'gegen die rotierende Erde. 

Wir wolleu mm in Kttrzo oincs der wiohtigsten Pro- 
blemo dor Rclativbewegung bohandcln, nitmlich das dor Bo- 
wegung oincs schworen KSrpers rclativ gogon dio in Draining 
bogrilTone Erdo. Wir betvachton bloB dio Bowogung oiuos 
achweron matoriollen Punktes von dor Masso m rolutiv gogon 
dio Erde. 

Es soi N der Nordpol dor Erdo, A dor nuf dor nOrdlicbon 
Horaisphilro gologono Punkt, wo sioii dor matorioUe Punkt m 
zu Anfang dor Zoit bofand. Wir zielien (lurch A oin recht- 
wiukligos Koordiimtonsystem. Dio vt^-Acliso ist der Rich- 
tung der sclieinbaron Schworo im Punkto A ontgegongc.sotzt. 
Dio negative A £-Aohso schneidot dio Erdachso im Punkte 0. 
Den Winkol NO A bezoichnen wir mitOO — fi, so rinU 8 dio 
geographischo Breito von A ist. Dio vtj/-Achso ist im 
Punkte A sttdlich, dio Ag-Aoliso woatlioh goriclitot. Die 
Normale vom Punkto A auf dio Erdachso liabo don Fufi- 
punkt O', A A' sei iliro Vorllhigevung ttbor A liinnus. So- 
wohl dor Punkt A als aucli dio Achson /1£, Atj, A£ sind 
wtihvoud der Drehung dor Erdo foat mit diosor vorbundon. 

Zn irgond oiner Zcit t liabo der Punkt m die Koordi- 
naton £, % £ bezUglicli diesos Koordinatonsystoms. o soi soine 
Goscliwindigkeit relntiv gegou dio Erdo, u = j~, y = 

«> = ~ d j dercn Kompononton beztlglioh dorselbon Koordi- 
natenaclison. =, H, Z scion dio Kompononton der Gosamt- 
kraft mit EinsohlulS dor Zontrifugalkraft, wolobo auf m wirld, 
in don Koordinatenrichtungen, so daB also, wonn nur dio 
Anziobung dor Erde wirkon wlirdo, im Punkto A selbst 
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54 Figmon.] 1 
Iiund: Ttioorlo dor WKrmo, homuagogobcn v< 
[XII, 418 S. inlt 40_Fig.] r A “ *’ *" 


Aus den Bespreehungen: 

EleklrOi. Zoltschr.: Wir bcgnllgen una dainil, clov Oonugtmmg Aus- 
druck ssn gobou, dnB It’s wortvollo Voilcsnngeu In dfoaor Wolao 01- 
lialteu blclbon unci ivdnachou doin Untomolimou guton Fovtguug utul 

Unlerriohlsbilillor fUr Malhcmallk und Nalurwlssonschallon: Dio Humus- 

C dor gosftmten Vovlctmngcn, dlo llolmltolU llbor thcorotiaclio 
He gohalton Imt, tot oln wiolitlgus Kvoignte fllr dlo WiABoneelml't. 
Doim wonn micU clio groBen Iiloon, mlt donen IlolmholU dlo 
Wlaaoiusclmft boi'ruchtot, dlo RcsultiUo acfnov Foitu-lmngoii, clm-cli dlo 
or llir nouo Iklmen wlos, in aoinou wleeonBolinriliilion Abliniidhiugcn 
uiodorgologt eind, bo onthaltcn doch nueh aoiuo Vm-lonungcm boi dor 

geLondo Anrogungon, dlo, wio slo achon imf don ongoron Kroia Holiior 
Schuler gowirkt Imbon, ao jotzt nuch nut' dlo woitoaton ICvciao wirken 
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dio bodcutcmdaton Facbgolcbitc 

S. Arrhenius, H. du Boie, 0. Chwolaon, P. Dnhem, li. Ebert, 
.1. li. vnu’t Hoff, II. Kayscr, W. Kflnig, E. Luebcr, 0. Lelunann, 
II. A. Lorcntz,. E. Mach, W. Nernst, 0. Neumann, L. Pfaundler, 

l. Wiedemann, W. Wien u. v. a. 


.1. I). van dor Wanls, E. Wiedemann, V 

Aus den Bespreehungens 

Zeifschrlfl Ulr das Realschulwesen. XXIX. Jalirg., Heft 4: Fast olle 
Gcbieto dor Physik Bind vortroton, in erstcr Rcilic die Elcktrizilfits- 
Icbrc, dann die Ojitik, dio Gastbeoric, clto Wiirmelehro, die Molekular- 
physik, dio Moclmnik, dio physiknlischo Cltemic; viele der Arbcitcn 
kniltifon vmmittolbav an Boltzmanns cigono Forschungcn an. F.inige 
wenigo dor Arbcitcn goborcn der roincu Matliematik zu. Dev inter- 
nationalo Cluirakter des Ilnldigungaaktcs drilckt aicb in der nationalcu 
ZugeliOrigkoit dov Mitnrbciter und in den Spraehcn^ aus, dm bier zu 

(251) nnd Doutscblnnd (44) Bind Bcilriigo oingclangt aus Ainerika (8), 
England (7) Frankrclcli (0), RuUlnnd (0), Holland (5), Italien (4), 
Sekwcdcn (4), Norvegen (1), Bolgicn (I), Austmlien (I), Japan (1), 
die in fliuf vorsebiedoneu Spraclion abgofaBt sind: Deuteeh (90), 
Engliacli (15), FranzUsiscli (7), Italicuiscb (4), Hollilndfseh (1). 

Was boi (lev Festschrift noch besondors freudig boriibrt, ist, daB 
sic niclit cincn Nncliruf auf oinen Golelivten bedeutet, der seine Bahn 
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